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INTRODUCTION 


$ 1. Problèmes et méthodes de la résistance des matériaux 


Tous les corps solides sont doués, dans telle ou telle mesure, de 
propriétés de résistance et de rigidité, c’est-à-dire peuvent, dans 
certaines limites, réagir à l’action de forces extérieures sans qu'il 
y ait rupture ou variation sensible des dimensions géométriques. 

La résistance des matériaux étudie, comme son nom l'indique, 
la résistance et la rigidité des éléments de constructions mécaniques. 
Ses méthodes servent aux calculs pratiques et à la détermination des 
dimensions requises des pièces de machines et de différentes construc- 
tions. 

Les principes fondamentaux de la résistance des matériaux repo- 
sent sur les lois et les théorèmes de la mécanique générale et, en pre- 
mier lieu, sur les lois de la statique, sans la connaissance desquelies 
l'étude de ce cours est inconcevable. 

Contrairement à la mécanique rationnelle, la résistance des ma- 
tériaux traite de problèmes dans lesquels les propriétés primordiales 
sont celles des corps déformables, et les lois du mouvement du corps 
considéré comme un solide rigide passent non seulement au second 
plan, mais cessent souvent tout simplement de jouer. En même temps, 
en raison du caractère commun des principes fondamentaux, la 
résistance des matériaux peut être considérée comme une section 
de la mécanique, appelée mécanique des corps solides déformables. 

La mécanique des corps déformables embrasse aussi d’autres 
disciplines, telle la théorie mathématique de l'élasticité, qui exa- 
mine, en fait, les mêmes questions que la résistance des matériaux. 
La différence consiste en premier lieu dans la manière de traiter 
la solution des problèmes. La théorie mathématique de l’élasticite 
étudie les questions du comportement des corps déformables d’un 
point de vue plus rigoureux. Aussi, lors de la résolution des pro- 
blèmes, est-on souvent obligé d’avoir recours à un appareil mathé- 
matique complexe et d'effectuer des calculs fastidieux. 11 en résulte 
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que les possibilités d'utilisation pratique des méthodes de la théorie 
de l’élasticité sont limitées, mais, en revanche, on a une analyse 
plus complète des phénomènes étudiés. 

La résistance des matériaux se propose de créer des méthodes de 
calcul simples, pratiquement acceptables, des éléments de cons- 
tructions typiques les plus courants. Il est fait alors un grand usage 
de différentes méthodes approchées. La nécessité de pousser la solu- 
tion de chaque problème pratique jusqu’à un certain résultat numé- 
rique contraint dans plusieurs cas à faire des hypothèses simplifi- 
catrices, qui sont justifiées par la suite par comparaison des données 
du calcul et de l'expérience. Lors de la création de méthodes de cal- 
cul approchées en résistance des matériaux on utilise aussi souvent 
les résultats d’une analyse précise faite par les méthodes de la théo- 
rie mathématique de l’élasticité. 

En raison de son caractère d'application, la résistance des maté- 
riaux a des objectifs plus vastes que la théorie de l’élasticité. La 
tâche de la résistance des matériaux consiste non seulement à mettre 
en évidence les particularités internes des constructions étudiées, 
mäais aussi à ce qu'il soit donné par la suite aux lois obtenuesune 
juste interprétation lors de l'appréciation de la bonne tenue et de la 
valeur pratique de la construction considérée. La théorie mathéma- 
tique de l’élasticité laisse cette question en marge. 

Parmi les sciences étudiant les questions des corps déformables, 
on a vu naître et se développer au cours des dernières décennies de 
nouvelles sections de la mécanique, tenant le milieu entre la ré- 
sistance des matériaux et la théorie de l'élasticité, telle la théorie 
appliquée de l’élasticité; des disciplines contiguës sont nées, telles 
la théorie de la plasticité, la théorie du fluage, etc. A partir des 
principes généraux de la résistance des matériaux, de nouvelles 
branches ont été créées, ayant un caractère pratique. S’y rappor- 
tent la mécanique des constructions, la mécanique de construction 
des avions, la théorie de la résistance des constructions soudées et 
bien d’autres. Les méthodes de la résistance des matériaux ne sont 
pas immuables. Elles varient avec l'apparition de nouveaux pro- 
blèmes et de nouvelles exigences pratiques. Lors des calculs, il fau- 
dra utiliser les méthodes de la résistance des matériaux en con- 
naissance de cause et avoir présent à l’esprit que le gage du succès 
d’un calcul pratique n’est pas tant dans l’utilisation d'un appareil 
mathématique complexe que dans l'aptitude à pénétrer dans l’es- 
sence de la chose, à formuler les hypothèses simplificatrices les plus 
heureuses et à pousser les calculs jusqu’à leur stade numérique. 
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$ 2. Construction réelle et schéma de calcul 


En résistance des matériaux, comme dans n'importe quelle 
branche des sciences naturelles, on commence l'étude de la résis- 
tance d'une construction par le choix d’un schéma de calcul. Abor- 
dant le calcul d’une construction, il convient tout d’abord de 
dégager l'essentiel dans le cas donné: il faut schématiser la construc- 
tion et la dépouiller de tous les facteurs non susceptibles d’influen- 
cer tant soit peu le travail du système tout entier. Une telle sim- 
plification du problème ou choix de son schéma est, en tout cas, 
absoiument indispensable, car il est impossible de résoudre le pro- 
blème d'une construction réelle en tenant compte de la multiplicité 
de ses propriétés. | 

S'il faut, par exemple, calculer la résistance du câble dun 
monte-charge, on tiendra compte tout d'abord du poids de la charge, 
de l'accélération et, si la hauteur est grande, du poids du câble 
s’il y a lieu. En même temps, on fera abstraction de l’influence de 
facteurs inessentiels, telles la résistance aérodynamique pendant 
la montée de la cage, les forces de pression 
barométrique à diverses hauteurs, la varia- 
tion de la température en fonction de la 
hauteur, et d’autres facteurs analogues en 
nombre infini. 

Une construction réelle dépouillée de 
toutes ses particularités inessentielles est 
appelée schéma de calcul. Pour une seule et 
même constraction on peut proposer plu- : 
sieurs schémas de calcul, en premier lieu en 
fonction de la précision requise et de l'aspect : 
du phénomène intéressant l'ingénieur. Ainsi, 
si dans l'exemple du monte-charge on doit 
seulement évaluer la résistance du câble, 
il sera permis de considérer la cage et la - 
charge comme un tout rigide et de réduire 
leur action sur le câble à une force appliquée 
à son extrémité (fig. 1). Mais s’il s’agit de 
la solidité de la cagé, on ne pourra plus 
considérer cette dernière comme un solide 
parfait. Il faudra examiner ses particula- 
rités constructives séparément et choisir en 
conséquence un autre schéma de calcul. 

S'il est vrai qu'on puisse proposer pour 
une construction plusieurs schémas de calcul, 
on peut faire correspondre par ailleurs à un 
schéma un grand nombre de constructions 
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réelles. Cette dernière circonstance est très importante, car faisant 
l'étude d'un schéma, on peut obtenir la solution de toute une classe 
de problèmes réels se réduisant au schéma donné. Notamment, le 
schéma du câble de la fig. 1 chargé à son extrémité est très répandu 
et on le rencontre dans un grand nombre de cas pratiques de calcul 
de résistance. 

Le choix du schéma de calcul en résistance des matériaux com- 
mence par la schématisation des propriétés des matériaux. On admet 
généralement que tous les matériaux sont des corps homogènes con- 
tinus, indépendamment des particularités de leurs microstructures. 

On dit qu’un matériau est homogène lorsque ses propriétés ne 
dépendent pas de la grandeur du volume considéré dans le corps. 
Il est clair qu’en réalité, en raison de sa structure moléculaire, un 
matériau ne peut être homogène au sens défini. Les métaux. dont la 
structure est constituée d’une multitude de cristaux chaotiquement 
agencés, ne sont pas non plus, à strictement parler, homogènes. 
Toutefois, les particularités indiquées ne sont pas essentielles puis- 
qu'il s’agit de l'étude de constructions aux dimensions incompara- 
blement plus grandes que les distances interatomiques aussi bien que 
les dimensions des cristaux. 

De la notion d’homogénéité résulte la notion de milieu continu 
en tant que milieu remplissant continüment tout le volume qui lui 
est attribué. Par suite de la propriété de continuité, on peut appli- 
quer à un milieu continu l'analyse des infiniment petits. 

Lorsqu'on fait choix d’un schéma de calcul, on investit le milieu 
continu des propriétés de corps réel. Ainsi, sous l’action de forces 
extérieures les dimensions géométriques d'un ‘<orps réel varient. 
Lorsque ces forces cessent de s'exercer, le corps reprend ses dimen- 
sions géométriques intégralement ou partiellement. La propriété du 
corps de reprendre ses dimensions initiales est son élasticité. Dans 
la majorité des problèmes en résistance des matériaux le milieu est 
toujours considéré comme parfaitement élastique. En réalité, un 
corps s’écarte dans une faible mesure des propriétés d’élasticité idéale. 
Aux grandes charges cet écart devient si sensible qu'on attribue 
dans un schéma de calcul au milieu continu d’autres propriétés, 
correspondant au nouveau caractère de déformation du corps réel. 

Ordinairement, on considère qu’un milieu continu est isotrope, 
c'est-à-dire que les propriétés de tout corps découpé dans le milieu 
continu ne dépendent pas de son orientation angulaire initiale dans 
les limites de ce milieu. 

Un cristal pris séparément dans un métal est anisotrope. Mais 
si un volume contient un grand nombre de petits cristaux chaoti- 
quement disposés, le matériau peut être considéré dans l’ensemble 
comme étant isotrope. Aussi suppose-t-on ordinairement que, dans 
la mesure où cette propriété intervient en résistance des matériaux, 
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les métaux sont isotropes. On rencontre cependant des corps aniso- 
tropes. Le bois est anisotrope. Ses propriétés sont fonction de 
l'orientation des fibres. Le papier est anisotrope. Deux bandes de 
papier découpées dans une feuille dans deux directions perpendiculai- 
res sont douées de résistances différentes. L'’anisotropie des corps 
peut résulter des particularités de leur fabrication. Ainsi, le contre- 
plaqué et les tissus sont anisotropes. Toutefois, en résistance des 
matériaux, on ne considère virtuellement que des matériaux 
isotropes. 

Lors du choix du schéma de calcul on introduit également des 
simplifications dans la géométrie de la construction. La principale 
simplification en résistance 
des matériaux consiste à 
réduire la forme géométri- 
que du corps au schéma de 
barre ou d’enveloppe. 

On entend en général par 
barre un corps dont l'une Fig. 2 
des dimensions (la longueur) 
est bien plus grande que les deux autres. Géométriquement 
une barre peut être engendrée par le déplacement d'une figure 
plane axée sur une certaine courbe (fig. 2). La courbe géné- 
ratrice est l'axe de la barre, et la figure plane qui lui est normale, la 
section droite. Le long de son axe la section de la barre peut être cons- 
tante ou variable. La section peut également tourner autour de 
l'axe. La barre est dite alors à torsion naturelle. Un foret hélicoïdal 
en est un exemple. Selon la forme de son axe, une barre peut être 
droite, courbe plane ou courbe gauche. Ainsi, le calcul des ressorts 
D eMcoiTaux se ramène au schéma de la barre à distorsion spa- 
tiale. 

Nombre de constructions complexes peuvent être considérées 

comme étant constituées d'éléments en forme de barre. 
.. Le second schéma géométrique type appliqué en résistance des 
matériaux est le schéma de l'enveloppe. On entend par enveloppe un 
corps dont une des dimensions (l'épaisseur) est beaucoup plus petite 
que les autres. Se rapportent au schéma de l'enveloppe des éléments 
de construction tels que les parois des cuves, les coupoles de bâti- 
ments, etc. Le schéma de l'enveloppe sera examiné avec plus de dé- 
tails au chap. X. 

Lorsqu'on schématise les constructions réelles en résistance des 
matériaux, on introduit également des simplifications dans le systè- 
me de forces appliquées à l'élément de construction, on introduit 
notamment la notion de force concentrée. Ainsi, lors du calcul de la 
barre de la fig. 3,a on peut assimiler la charge P à une force appli- 
quée en un point (fig. 3,c). Une telle simplification est naturelle 
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puisque les dimensions de la région où s'exerce la force (fig. 3,b) 
sont petites par rapport à la longueur de la barre. Il va de soi que 
dans les constructions réelles la transmission ponctuelle des efforts 
n’est pas réalisable et la notion de force concentrée ne peut inter- 
venir que dans un schéma de calcul. 

Le remplacement des forces réparties par une résultante con- 
centrée n’est possible que lors de l'analyse du travail de la barre tout 
entière, c'est-à-dire dans des volumes essentiellement plus grands 


Fig. 3 


que celui de la zone de contact. Si dans l'exemple examiné il faut 
faire le calcul de l'œillet où est suspendue la charge, l'introduction 
d'une force concentrée est inadmissible. 

Les exemples énumérés n’épuisent pas toutes les possibilités dans 
le choix du schéma de calcul et on introduira par la suite, parallèle- 
ment à l'exposé, d’autres notions liées à la schématisation des cons- 
tructions. L'essentiel est que le lecteur étudiant ce cours ait présent 
à l'esprit que le choix du schéma de calcul est le premier pas dans 
les calculs. I1 faut se rendre compte une fois pour toutes que le calcul 
ne consiste pas seulement dans l'application des formules. Avant 
d'introduire un problème réel dans la voie mathématique, on est 
souvent obligé de penser sérieusement comment il convient dans 
la construction réelle de dégager l'essentiel. 
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$ 3. Forces extérieures et intérieures 


Les forces traduisent l’interaction mécanique des corps. Si une 
construction est considérée isolément des corps environnants, l'ac- 
tion de ces derniers sur la construction est remplacée par des forces 
dites extérieures ou sollicitations. 

Les forces extérieures se classent en forces volumiques et super- 
ficielles. Les forces volumiques sont réparties dans le volume du 
corps et appliquées à chacune de ses particules. Se rapportent aux 
forces volumiques la force de pesanteur ou, par exemple, les forces 
d'attraction magnétique. Les forces superficielles sont appliquées 
aux éléments de surface et caractérisent l'interaction directe de 
contact de l’objet considéré avec les corps environnants. 

On rapporte aux forces extérieures non seulement les forces don- 
nées, qui sont considérées comme la cause première d’une destruc- 
tion possible, mais aussi les réactions de liaison, formant avec les 
forces données un système en équilibre. Ainsi, pour la grue repré- 
sentée fig. 4,a on peut considérer que les forces extérieures données 
sont le poids de la charge P et le poids propre de la construction. 
Déterminant les réactions des appuis R, et R,, on obtient un sys- 
tème de forces en équilibre, montré fig. 4,b, appelé habituellement 
charge. 

Les forces extérieures, leur grandeur et le caractère de leur dis- 
tribution dépendent en premier lieu de la frontière entre la cons- 
truetion et les corps environnants. Ainsi, si dans l'exemple de la 
grue on inclut dans le schéma de calcul le câble et la cage, les rails 
avec les traverses, le système de forces extérieures devient autre 
(fig. 4,c). Alors, si dans le premier cas les réactions des appuis étaient 
déterminées au moyen des relations de la statique, dans le second cas, 
leur détermination est différente, étant donné que le nombre de for- 
ces inconnues R;, R;, ..., RAest plus grand que le nombre d'équa- 
tions d'équilibre. Les systèmes de ce genre sant dits statiquement 
indéterminés ou hyperstatiques. Cette question sera examinée en 
détail par la suite. 

Comme on le voit, l'interaction de la construction avec les corps 
situés en dehors de la frontière de la construction tracée conventionnel- 
lement est caractérisée par des forces se rapportant à la catégorie 
des forces extérieures. 

L'interaction entre les parties de la construction considérée 
à l'intérieur du domaine délimité est caractérisée par des forces 
intérieures. Ainsi, dans l'exemple de la grue, les forces d'interaction 
R, et R, entre les roues et les rails (fig. 4,b) sont des forces exté- 
rieures. Une fois les frontières élargies (fig. 4,c), ces forces sont de- 
venues des forces intérieures. 
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Les forces intérieures apparaissent non seulement entre divers 
ensembles interagissants d’une construction, mais, en général, 
entre toutes les particules adjacentes de la construction lorsqu'elle 
est chargée. 

Considérons un corps en forme de barre (fig. 5,a). Soit appliquée 
à ce corps une certaine charge, c’est-à-dire un système de forces 


Fig. 5 


extérieures P,, P:, ..., P, satisfaisant aux conditions d’équi- 
libre. Les forces intérieures prenant, naissance dans la barre ne peu- 
vent être mises en évidence que si l’on coupe par la pensée la barre 
en deux parties, par exemple, par la section A. Cette méthode 
d'expression des forces intérieures est appelée méthode des sections. 

Etant donné que les liaisons entre les parties ont disparu, il 
faut remplacer l'action de la partie gauche sur la partie droite et 
vice versa par un système de forces dans la section, c'est-à-dire in- 
troduire un système de forces intérieures, que nous désignerons par 
le symbole (P,) (fig. 5,b). 

Par conséquent, les forces intérieures définissent l'interaction 
entre les particules du corps situées de part et d'autre de la section 
menée par la pensée. Dans différentes sections apparaissent natu- 
rellement différentes forces intérieures. 

D'après le principe de l’action et de la réaction, les forces inté- 
rieures sont toujours réciproques. La partie droite agit sur la partie 
gauche de la même manière que la partie gauche sur la partie droite, 
et le système de forces qui apparaît dans le plan À’ est de signe 
contraire au système de forces apparaissant dans le plan 4” (fig. 5,b). 
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Il est clair que les forces intérieures se distribuent, en général, 
d’une manière complexe à la surface de la section menée, mais elles 
sont toujours telles que les conditions d’équilibre sont satisfaites 
pour la partie gauche et la partie droite de la barre séparément. 
Symboliquement, ces conditions peuvent être écrites sous la forme : 


(Pn)g + (PA) =0, 
et de même 


—(P4)+ (Pna = 0, 


les symboles (P,)4 et (PA)a représentant la somme des forces exté- 
rieures ou des moments pour la partie de la barre située à gauche 
ou à droite dr la section. La quantité (P ;) représente la même chose 
pour le système de forces intérieures relatives à la section. La pre- 
mière équation donne les conditions d'équilibre pour la partie gauche 
de la barre, la deuxième pour la partie droite. 

Puisque le système de forces extérieures satisfait aux conditions 
d'équilibre et que 


(Pn)e + (Pna = 0, 


les deux équations précédemment écrites deviennent des identités. 
Cela signifie que la résultante (P,) des forces intérieures sur la sec- 
tion À peut être déterminée avec le même succès à partir des con- 
ditions d'équilibre de la partie gauche ou de la partie droite du corps 
coupé. 

Les forces intérieures doivent être réparties sur la section de 
sorte que les surfaces déformées de la section À viennent s’épouser 
exactement par rapprochement. Une telle condition est appelée en 
résistance des matériaux et en élasticité condition de continuité des 
déformations. On peut montrer qu'il existe un système de forces 
intérieures satisfaisant aux conditions d’équilibre et de continuité 
des déformations et que ce système est unique. 

Si l'on revient aux équations d'équilibre, on voit qu'elles per- 
mettent de déterminer non pas la loi de la distribution des forces 
intérieures, mais seulement leur résultante, et ceci à condition que 
les forces extérieures soient données. 

Servons-nous des lois de la statique et réduisons le système de 
forces intérieures au centre de gravité de la section. On obtient ainsi 


le vecteur résultant À et le moment résultant M (fig. 6). Prenons 
ensuite un système de coordonnées x, y, z. Menons l'axe des z selon 
la normale à la section et les axes x et y dans le plan de la section. 
Projetant la résultante et le moment résultant sur les axes x, y, z 
on obtient six composantes: trois de la force et trois du moment. 
Ces composantes s'appellent facteurs de force intérieurs. 
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La composante des forces intérieures selon la normale à la sec- 
tion (NW) est appelée la force normale à la section ou force longitu- 
dinale. Les forces Q., et Q, sont les efforts tranchants. Le moment 
par rapport à l’axe normal (Mtors) est le moment de torsion et les 
moments M, et M, les moments fléchissants par rapport aux axes z 
et y. Lorsque les forces extérieures sont connues, toutes les six com- 
posantes de la résultante et du moment résultant se déterminent à 
partir des six équations d'équilibre qui peuvent être établies pour 
partie coupée de la barre. 

Conformément à ces dénominations, on donne la classification 
des principales espèces de charge d’une barre. Ainsi, s’il apparaît 


An:1 


Fig. 6 


dans une certaine région de la barre dans les sections droites seule- 
ment une force normale NW et si les autres facteurs de force inté- 
rieurs sont nuls, on a dans cette région une traction ou une com- 
pression selon le sens de la force N. Si seul apparaît un moment de 
torsion M4ors dans la section droite, la barre dans cette section tra- 
vaille alors à la torsion. Enfin, lorsque les forces extérieures sont 
appliquées à la barre de telle façon qu'il n'apparaisse qu’un moment 
fléchissant M, (ou M,), on a une flezion pure dans le plan yz (ou 
zz). Habituellement, il apparaît dans la section droite en même 
temps qu’un moment fléchissant (soit M.) un effort tranchant Q,. 
Un tel cas de charge s'appelle flexion simple (dans le plan yz). Peu- 
vent se présenter des cas où une barre travaille simultanément à la 
torsion et à la flexion ou à la traction. 

Pour déterminer si une barre travaille à la traction, à la torsion 
ou à la flexion, il faut avoir recours à la méthode des sections. Ainsi, 
coupant la barre de la fig. 7,a selon AA, on détermine à partir des 
conditions d'équilibre de la partie coupée que seule apparaît dans 


cette section une force N = P. Nous avons donc ici une traction. 
Dans la section BB de cette même barre il apparaît un effort tran- 
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chant Q=+ et un moment fléchissant M = = . Par conséquent, 


on conclut que le tronçon horizontal de la barre travaille à la flexion. 
Pour les sections AA, BB, CC de la barre de la fig. 7,b on a 
respectivement une flexion simple avec torsion, une flexion simple 
et une traction. 
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Pour caractériser la loi de distribution des forces intérieures sur 
la section, il faut introduire une grandeur définissant leur inten- 
sité. Cette grandeur est la contrainte. 

Considérons la section À d'un certain corps (fig. 8). Dans le 
voisinage du point X découpons un élément d'aire AF, auquel cor- 
respond la force intérieure AR. 

Par définition, la contrainte moyenne sur l'élément d'aire AF 
sera donnée par le rapport 


AR _ 
TAF — Pmoy- 


Nous allons réduire l'aire AF au point ÆX. Puisque le milieu 
est continu, le passage à la limite AF —>0 est permis. On a à la 
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limite : 
lim 87 P- 
ar-o àF 
La grandeur vectorielle p représente la contrainte totale au point 
K de la section À. La contrainte a la dimension du quotient d’une 
force par une aire. En technique les contraintes sont exprimées ordi- 
nairement en kilogrammes par cm? ou par mm. 
La contrainte totale p peut être décomposée en trois composantes 
selon la normale au plan de la section et selon deux axes dans le 
plan de la section (fig. 9). Ja projection du vecteur contrainte totale 


Fig. 8 Fig. 9 


sur la normale est désignée par o et s'appelle contrainte normale. 
Les composantes dans le plan de la section s'appellent contraintes 
tangentielles et sont désignées par t. Selon la disposition et l'appel- 
lation des axes, les lettres cet + sont affectées d’un système d'indices 
dont l’ordre sera établi par la suite. 

Si l’on considère au point K un autre élément d'aire passant 
par ce point, la contrainte p en ce même point sera, en général, 
différente. L'ensemble des contraintes correspondant à toutes les 
aires passant par le point considéré forme l'état de contrainte en ce 
point. 

L'état de contrainte est défini, comme on le verra par la suite, 
par six grandeurs numériques et est une des notions fondamentales 
de la résistance des matériaux. Il sera examiné en détail au chap. 
VII. Au début de ce cours nous examinerons les cas particuliers d'état 
de contrainte les plus simples et les plus fréquents. 


$ 5. Déplacements et déformations 


Tous les matériaux que l’on trouve dans la nature ne sont pas 
parfaitement solides et, sous l’action de forces extérieures, se dé- 
forment dans telle ou telle mesure. Ceci affecte essentiellement les 
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lois de la distribution des forces intérieures dans le corps en état 
de contrainte, bien que la variation de la forme soit en général in- 
signifiante et qu’elle ne puisse être décelée qu'au moyen d'instru- 
ments sensibles. 

Sous l'action des forces extérieures la position des points du 
corps varie dans l'espace. Le vecteur dont l’origine coïncide avec 
le point considéré du corps avant sa déformation et l'extrémité 
avec ce même point décalé par suite de la déformation s'appelle 
vecteur déplacement total du point. Ses projections sont les dépla- 
cements suivant les axes x, y, z, notés u, v, w (fig. 10). 


Fig. 10 


A part le déplacement linéique, on peut introduire la notion 
de déplacement angulaire. Si l'on considère un segment de droite 
reliant deux points voisins avant et après la déformation, on établit 
facilement que ce segment tourne dans l’espace d’un certain angle. 
Cet angle de rotation est aussi caractérisé par un vecteur, qu’on pour- 
ra projeter sur les axes z, y. z. 

Si un système est soumis à des liaisons qui sont suffisantes pour 
exclure son mouvement dans l'espace en tant qu’un tout rigide, le 
système est dit cinématiquement invariable. Ce sont précisément des 
systèmes de ce genre que l'on considère, en général, en résistance 
des matériaux. Alors, on exclut de l’ensemble des déplacements des 
points la translation du corps considéré comme parfaitement rigide 
et on considère seulement les déplacements caractérisant la défor- 
mation du corps. Ceci étant, pour la plupart des systèmes les dépla- 
cements u, v, w de tout point sont petits en comparaison des dimen- 
sions géométriques du corps. 

Partant de la petitesse des déplacements en résistance des maté- 
riaux, on introduit dans la méthode d’analyse des forces intérieures 
un grand nombre de simplifications de principes. L'une d'elles est 
le principe des dimensions initiales. En vertu de ce principe, lorsqu'on 


$ 5 Déplacements et déformations 19 


établit les équations de la statique (les équations d'équilibre), on 
suppose que le corps n’a pas été déformé, qu'il a les mêmes dimen- 
sions géométriques qu'avant d’avoir été soumis à l’action des forces 
extérieures. 

Ainsi, si l’on applique au point À du système représenté 
fig. 11,a une certaine force P, le câble AB s’allonge et la barre AC 


8 8 


Le 
c 4 # 
M 
c) 
” d) Ye 


Fig. 11 


se raccourcit quelque peu et, .en général, le système varie (fig. 11,b). 
Pour déterminer les forces intérieures dans le câble et dans la barre, 
il faut se servir de la méthode des sections et former les équations 
d'équilibre pour partie coupée du nœud À déformé (fig. 11,c). Toute- 
fois, il apparaît ici une difficulté résultant de ce que les nouvelles 


sub 


Fig. 12 


dimensions du système sont inconnues tant que ne sont pas détermi- 
nées les forces intérieures qui dépendent à leur tour des dimensions 
géométriques. Pour de petits déplacements la circonstance mention- 
née n'a pas d'importance, étant donné que le système déformé dif- 
fère peu du système non déformé. Alors, conformément au prin- 
cipe des dimensions initiales, les équations d'équilibre seront éta- 
blies pour le système non déformé (fig. 11,4) et on a: 


Ni=PV2; N;=—p. 


Ïl est clair que le principe exposé ne peut s'appliquer lorsque les 
déplacements sont grands. En outre, exceptionnellement, le prin- 
cipe des dimensions initiales peut être inacceptable pour de petits 
déplacements lorsque la forme du système change sensiblement. 
Par exemple, pour les deux tiges articulées (fig. 12) se trouvant sur 
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une même ligne droite, les conditions d'équilibre en À doivent être 
écrites obligatoirement en tenant compte de l'angle d’inclinaison & 
résultant de l'allongement des tiges. 

Pour caractériser l'intensité de la variation de la forme et des 
dimensions, considérons les points À et B d’un corps non déformé 
distants de s (fig. 13). Soit As l’accroissement de cette distance par 


Fig. 13 


suite de la déformation du corps. Appelons l- quotient de l'’accrois- 
sement de la longueur du segment As par sa longueur initiale allonge- 
ment moyen du segment s: 


As — 
"5 — Emoy- 


Réduisons à présent le segment s en faisant tendre le point B 
vers le point 4. On obtient à la limite: 


._ As 

lim — — EAB) 

+0 

où la quantité e4g est la déformation linéique (ou simplement 
la déformation) au point À suivant AB. En ce même point, la 
déformation est, en général, différente dans une autre direction. 
Si l'on considère des déformations selon les axes de coordonnées 
Z, y, 7, On affecte e des indices z, y, 2: &,, €, E. 

Il convient de souligner que le mot « déformation » a un double 
sens. Dans le langage courant, on entend en général par déformation 
tout changement de forme sans évaluation quantitative. En résis- 
tance des matériaux et en élasticité, la déformation a le sens précis 
qu'on lui a donné ci-dessus et intervient comme une mesure quanti- 
tative de la variation des dimensions géométriques au voisinage du 
point. La déformation est un nombre sans dimension que l’on ex- 
prime encore en pour cent de As par rapport à s. Comme la forme 
du corps varie peu, la grandeur de la déformation est petite. Pour 
les corps élastiques les déformations sont, en général, de l’ordre 
de quelques millièmes d'unité. 
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Outre la déformation linéique, on peut introduire la notion de 
déformation angulaire. Considérons un angle droit formé dans un 
corps non déformé par deux segments OD et OC (cf. fig. 13). Lorsque 
ce corps est soumis à l’action de forces extérieures, cet angle varie 
et prend la valeur C’O0’D'. Nous allons réduire les segments OC 
et OD en faisant tendre les points C et D vers le point O de manière 
que l'angle COD reste droit. A la limite, la différence des angles 
COD et C'O'D' est la suivante: 


Pt 
lim (COD— 0 D') = ycop. 
OC-+0 
OD—0 


La quantité Ycop s'appelle déformation angulaire ou angle de 
glissement au point © dans le plan COD. Dans les plans de coor- 
données les angles de glissement se notent Y,,, Y:zx et Yey- 

L'ensemble des déformations linéiques et angulaires dans diffé- 
rents plans et directions passant par un point forme l'état de défor- 
mation en ce point. L'état de déformation, airsi que l’état de con- 
trainte, est déterminé par six grandeurs numériques. Cette question 
sera étudiée avec plus de détail au chap. VII. 


$ 6. Loi de Hooke et principe de superposition 
des effets des forces 


De nombreuses observations du comportement des corps solides 
montrent que, dans la plupart des cas, les déplacements sont, dans 
des limites définies, proportionnels aux forces agissantes. 

Cette loi a été énoncée pour la première fois en 1676 par Hooke 
sous la forme : «telle force, telle déformation » et elle porte son nom. 

Si l’on considère le déplacement d’un point arbitraire À (cf. 
fig. 10) dans une certaine direction, par exemple suivant l'axe des x, 
on a: 

ua =6,P, (0.1) 
P étant la force entraînant le déplacement 4, et Ô. un coefficient 
de proportionnalité entre la force et le déplacement. 

Il est évident que ce coefficient dépend de la disposition récipro- 
que du point À et du point d'application de la force et, en général, 
des particularités géométriques du système ainsi que des propriétés 
physiques du matériau. 

L'essence de la loi de Hooke est qu'elle exprime la dépendance 
linéaire entre les composantes de l'état de contrainte et de l'état 
de déformation et non entre la force et le déplacement. Les relations 
linéaires qu'on établit caractérisent l'état du matériau au point 
considéré. 
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Les coefficients de proportionnalité représentent alors des cons- 
tantes physiques du matériau et ne dépendent plus des particu- 
larités géométriques du système entier. Ainsi, la loi exprime des 
propriétés du matériau lui-même. Une telle formulation de la loi 
de Hooke permet d'obtenir des relations linéaires du type (0.1) entre 
les forces et les déplacements pour des systèmes concrets. Les cons- 
tantes physiques du matériau seront introduites chemin faisant 
dans les chapitres qui suivent pendant l'examen des cas particu- 
liers d'états de contrainte et de déformation. On donnera une for- 
mulation plus générale de la loi de Hooke au chap. VII. En atten- 
dant, pour découvrir les principales propriétés des corps contraints, 
nous nous contenterons de la relation (0.1) qui convient à la plupart 
des systèmes. 

Notons d'emblée que la dépendance linéaire adoptée entre les 
déplacements et les forces est conservée lorsque les forces croissent 
ou décroissent et qu’elle détermine donc les propriétés élastiques 
du système. Ceci est confirmé par l'expérience qui montre que, 
pour la dépendance linéaire indiquée, un corps solide reprend exac- 
tement ses dimensions initiales et sa forme lorsque les forces exté- 
rieures disparaissent. 

Les systèmes pour lesquels est observée la condition de propor- 
tionnalité entre les déplacements et les forces extérieures obéissent 
au principe de superposition ou principe d'indépendance des effets des 
forces. En vertu de ce principe, les déplacements et les forces inté- 
rieures qui prennent naissance dans un corps élastique sont consi- 
dérés comme indépendants de l’ordre d'application des forces 
extérieures. C’est dire que si plusieurs forces sont appliquées à un 
système, on peut déterminer les forces intérieures, les contraintes, 
les déplacements et les déformations provenant de chaque force 
séparément et obtenir l'effet de toutes les forces comme la somme 
des effets. 

Soit P, une force appliquée à un certain système. Le déplace- 
ment dû à cette force au point À suivant, par exemple, l'axe des x 
s’écrira, en vertu de (0.1): 


Uai = Ox Pi. (0.2) 
Supposons maintenant que la force P, ait disparu et qu'une 


nouvelle force P, soit appliquée à un autre point du corps élastique. 
Le déplacement entraîné par cette force au point À sera: 


U 43 = ÔxaP2. (0.3) 

On conçoit que les coefficients de proportionnalité ô:, et ôx soient 

différents, puisque P, et P, sont appliquées à différents points du 
corps. 

Considérons à présent l’action simultanée des forces P, et P.. 

Appliquons au corps élastique la force P, et, tout en la conservant, 
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la force P,. Le déplacement imprimé au point À s’exprimera alors: 
UA = x Pi + OxeP 2e (0.4) 


Le coefficient 6., est le même que celui de la formule (0.2), puis- 
que la force P, a été appliquée au corps non chargé. Le coefficient 
ô:: à la différence de la formule (0.3) a été affecté du signe prime, 
étant donné que la force P, a été appliquée non pas au système libre, 
mais à ce système sollicité par la force P.. 

Si les coefficients 6:, et 6x étaient différents, il faudrait ad- 
mettre que Ô;, dépend de la force P,. Mais cela est contraire au prin- 
cipe fondamental de la dépendance linéaire entre les déplacements 
et les forces. Donc, 6:, ne dépend pas des forces. Lorsque P, = 0, 
l'expression (0.4) doit se réduire à l'expression (0.3). Par consé- 
quent, ô:, = Ôx et donc 

UA —= dx P 4 + OxsP2 (0.5) 


Ainsi, les déplacements sont déterminés comme la sormnme des 
effets indépendants des forces P, et P,. Inversant l’ordre d'appli- 
cation des forces, on aboutirait, par des raisonnements analogues, 
à la même expression (0.5). Par conséquent, l'effet résultant des 
forces ne dépend pas de l’ordre dans lequel elles sont appliquées. 
On généraliserait facilement pour un nombre quelconque de forces. 

Ainsi donc, le principe de l'indépendance des effets des forces 
repose sur l'hypothèse de la dépendance linéaire entre les déplace- 
ments et les forces, ainsi que sur l'hypothèse, liée à la première, 
de la réversibilité des processus de charge et de décharge. Les sys- 
tèmes n'obéissant pas au principe des dimensions initiales exposé 
au paragraphe précédent révèlent une dépendance non linéaire entre 
les forces et les déplacements, aussi le principe d'indépendance des 
effets des forces ne s’applique-t:il pas non plus à ces systèmes (voir, 
par exemple, le système représenté fig. 12). Par ailleurs, tout sys- 
tème obéissant au principe des dimensions initiales n’obéit pas 
forcément au principe de l'indépendance des effets des forces. Si 
pour de petits déplacements les propriétés du matériau .sont telles 
que les déplacements dépendent non linéairement des forces, un tel 
système, tout en obéissant au premier principe, n’abéit pas au second. 

Le principe d’indépendance des effets des forces est un principe 
directeur dans la résolution de la plupart des problèmes en résistance 
des matériaux. 


$ 7. Principes généraux de calcul des éléments de construction 


Ayant fait un calcul, on doit savoir si la construction répond 
ou non aux exigences de fiabilité. Il faut, à cet effet, formuler les 
principes devant servir de base à un critère de fiabilité. Sans cela 
l'analyse d'une construction concrète n'a plus d'objet. Ainsi, si 
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l'on détermine les contraintes dans une construction il faut se repré- 
senter nettement au préalable dans quel but et à quoi elles serviront 
par la suite. Exactement de la même façon, si l'on détermine la 
forme d’un corps déformé, il faut indiquer au préalable l’utilisation 
ultérieure du résultat obtenu dans l'évaluation de la fiabilité de la 
construction. Toutes ces questions trouveront leur solution dans 
le choix de la méthode générale de calcul. 

La méthode de calcul la plus répandue de la résistance des pièces 
de machines et des éléments de constructions est le calcul d'après 
les contraintes admissibles. Cette méthode part du principe que lé 
critère de fiabilité de la construction est la contrainte ou l’état de 
contrainte au point. Puis le calcul est conduit comme suit. 

On établit par analyse de la construction quel est le point du 
corps où apparaissent les plus grandes contraintes. La grandeur trou- 
vée pour les contraintes est comparée avec la grandeur limite pour 
le matériau donné résultant d'essais de laboratoire. Comparant les 
contraintes calculées et les contraintes limites, on établit la résistance 
de la construction. 

Cette méthode est utilisée pendant la résolution de la plupart 
des problèmes pratiques. Néanmoins, il ne faut pas penser qu'une 
telle façon de procéder soit la seule possible. Dans une série de cas, 
d'autres méthodes conduisent plus vite au but. Il arrive que le 
calcul d'après les contraintes admissibles soit simplement inaccep- 
table, par _exemple lors de la vérification de certaines constructions 
soumises à de grandes variations de température (enveloppe du 
moteur d’une fusée à carburant liquide, etc.). Dans une série de cas, 
la conception fondamentale de la méthode selon laquelle les contrain- 
tes en un point peuvent être le facteur déterminant dans le critère 
de fiabilité de la construction entière n'est pas toujours juste. 

En tant qu'exemple le plus simple illustrant ce qui vient d'être 
dit, considérons une tige tournée avec une rainure (fig. 14,a). On 
peut montrer que lorsque la tige est soumise à une traction, les 
contraintes aux points À de la rainure sont nettement plus grandes 
que celles d’une tige lisse soumise à la même force (fig. 14,b). Si 
l'on part de la méthode des contraintes admissibles, on devra conclu- 
re que la tige avec la rainure est moins résistante, c’est-à-dire qu ‘elle 
résistera à une charge inférieure à celle de la tige lisse. Mais il n’en 
est pas toujours ainsi. Pour certains matériaux, tels l’acier à haute 
teneur en carbone, le verre, la pierre et autres matériaux semblables, 
une tige avec rainure est moins résistante qu'une tige lisse. Lorsque 
les deux tiges sont taillées dans de l’acier doux, du cuivre, du bronze 
ou de l’aluminium, en dépit de toute attente, la tige avec rainure 
résiste à une plus grande charge que l’autre. Par conséquent, les 
contraintes en un point ne caractérisent pas toujours et complètement 
les conditions de rupture de la construction. 
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Ceci étant, dans certains cas, on utilise la méthode de calcul 
d'après les charges de rupture. Par cette méthode on détermine par 
les calculs non pas les contraintes, 
mais la charge critique que peut sup- 
porter une construction sans qu'il y 
ait rupture ou déformation sensible. 
La charge limite (de rupture) est 
comparée avec la charge de travail, 
et on fait ainsi les déductions sur le 
degré de résistance de la construction 
dans les conditions de travail. Cette 
méthode présente ce défaut que la 
détermination par le calcul de la charge 
de rupture ne peut être faite que pour 
les constructions les plus simples. 

On choisira les méthodes de calcul 
en fonction des conditions de travail 
de la construction et des exigences 
formulées. S'il faut veiller à ce que 
les variations de forme de la construc- 
tion soient minima, par exemple lors du calcul du réflecteur d’un 
projecteur ou du système de miroirs d’un appareil astronomique, le 
calcul s'appuie sur les déplacements admissibles ou, comme on dit, 
sur la rigidité. 

Ceci n'empêche pas, bien entendu, de vérifier simultanément le 
système du paint de vue des contraintes admissibles. 

A côté des méthodes de calcul mentionnées, il existe encore un 
grand nombre d’autres méthodes liées à des phénomènes qualita- 
tivement différents, tels la stabilité, l'effet de charges répétées, l’ac- 
tion de charges dynamiques, etc. 

Le cours de résistance des matériaux ne prétend pas indiquer 
exactement où et quand il convient d'utiliser telle ou telle méthode 
de calcul de constructions concrètes. La résistance des matériaux 
donne principalement l'exposé de procédés pratiquement accep- 
tables pour la résolution de questions liées à la détermination des 
contraintes, des déformations, des déplacements, des charges de 
rupture, etc., dans les éléments typiques de constructions. La ques- 
tion du degré de fiabilité d’une construction dans des conditions 
concrètes fait surtout l’objet de l’étude de cours tels que « Pièces de 
machines », « Résistance des avions », « Résistance des navires », etc. 

Néanmoins, étudiant la résistance des matériaux, il ne faut pas 
oublier que la détermination des contraintes ou des déformations 
n’est pas un but en soi, et que la détermination de ces grandeurs est 
étayée par la question de la possibilité d'utilisation des résultats 
obtenus pour évaluer la fiabilité de la construction. 


Fig. 14 


Chapitre premier 


TRACTION ET COMPRESSION 


$ 8. Forces intérieures et contraintes engendrées 
dans les sections droites d’une barre en 
traction ou en compression 


Comme on l’a dit au $ 3, on entend par traction une charge telle 
que seules apparaissent dans les sections droites de la barre (de la 
tige) des forces normales, tous les autres facteurs internes de force. 
(efforts tranchants, moments de torsion et moments de flexion) 
étant nuls. 

L'exemple d’une tige soumise en ses extrémités à des forces de 
traction est courant. Les efforts peuvent être transmis à la tige 
de différentes manières (fig. 15). Cependant, dans tous ces exemples, 
la résultante P des forces extérieures est dirigée suivant l’axe de la 
tige. Aussi, quel que soit le mode de fixation de la tige chargée à 
la traction, le schéma de calcul est-il le même pour tous les cas 
considérés. Il est représenté fig. 15,d. 

Si l’on se sert de la méthode des sections, on aperçoit qu'il appa- 
raît dans toutes les sections droites de la tige des forces normales N 
égales à P (fig. 16): 


N=P. 


Formellement, la compression ne diffère de la traction que par 
le signe de la force N. Pendant une traction la force normale N 
appliquée à la section est dirigée à l'extérieur, et pendant une com- 
pression à l’intérieur. Mais des différences qualitatives peuvent 
avoir lieu entre ces deux modes de charge, par exemple dans l'étude 
des processus de. destruction des matériaux ou lors de l'étude du 
comportement des tiges longues fléchissant pendant la compression. 

Considérons les contraintes engendrées dans la section droite 
d’une tige en traction. La force normale N est la résultante des 
forces intérieures ägissant sur la section (fig. 17). 11 est naturel de 
supposer que, dans le cas d’une tige homogène, les forces intérieures 
sont uniformément réparties dans toute la section. Alors la contrainte 
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Fig. 18 


28 Traction et compression [ch. I 
normale est la même pour tous les points de la section: 
N 
o—= FF! (1.1) 


F étant l'aire de la section droite. 

Il va de soi que l’hypothèse de la répartition uniforme des forces 
intérieures sur la section droite n’est valable que dans la mesure 
où l’on fait abstraction des particularités de la tige concrète inhé- 
rentes au mode de fixation. Ici on se laisse guider par le principe 

dit de Saint-Venant, savant français du 
F XIX® siècle. Le principe de Saint-Venant 
; est général mais, appliqué aux tiges, il peut 
être formulé comme suit. 

Les particularités d'application de forces 
extérieures à une tige en traction apparaissent, 
en règle générale *, à des distances non 
supérieures aux dimensions caractéristiques 
de la section droite de la tige. Cela signifie 
que, lors de l'étude d’une tige en traction, il 
suffit de considérer seulement la résultante 
des forces extérieures P, faisant abstraction 
‘ des particularités d'application de la charge. 
? A cet effet, il faut ôter de l'examen la partie 
48 de la tige située dans la zone d'application 

CS des forces extérieures. C'est précisément ce 
qui a été représenté fig. 15. Rejetant les parties 
extrêmes de la tige, on obtient un schéma de calcul unique 
(fig. 15,d) indépendamment du mode d'application des forces 
extérieures. 

Les raisonnements faits peuvent être étendus également à des 
régions particulières d’une tige où sa forme géométrique varie brus- 
quement. Ainsi, pour la barre à gradins de la fig. 18, il faut exclure 
de l'examen les parties où il y a changement discontinu de diamètre 
et les parties voisines des trous. Partout ailleurs les contraintes 
dans les sections droites sont uniformément réparties et se déter- 
minent par la formule (1.1). 

Dans le cas d’une tige homogène soumise en ses extrémités à 
des efforts de traction les contraintes sont constantes aussi bien 
dans une section que dans la longueur, c'est-à-dire qu’on a une 
seule et même contrainte en tous les points. On a un état homogène 
de contrainte. Lors d’un état homogène de contrainte tous les points 
du corps se trouvent dans les mêmes conditions. 


d 


* Font exception les tiges à parois minces (cf. chap. XI). 
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La notion d'état homogène de contrainte est intimement liée 
à la notion de milieu-continu. Il est clair que la répartition des ten- 
sions dans des conditions réelles ne peut être uniforme en vertu de 
l’inhomogénéité des grains cristallins du métal et de la structure 
moléculaire de la matière. Aussi, lorsqu'on parle de répartition 
uniforme des forces intérieures sur une section, a-t-on en vue une 
répartition sur des éléments de surface de dimensions nettement 
supérieures à celles des grains de cristaux, sans amenuisement mi- 
croscopique de ces éléments. Cette réserve concerne non seulement 
la traction et la compression, mais aussi tous les modes de charge 
qui seront examinés par la suite. 

Toutefois, l'état de contrainte résultant d’une traction n'est pas 
toujours homogène. Ainsi, pour la tige à section variable (fig. 19,a), 
les contraintes varient suivant la longueur, et l’état de contrainte 
n'est pas homogène. Ilen est de même de la tige tendue sous l'effet 
de son poids propre (fig. 19,b). 
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Les dimensions d'une tige tendue varient en fonction de la gran- 
deur des forces appliquées. Si avant la charge de la tige sa longueur 
était /, une fois chargée elle devient ! + AL (fig. 20). La quantité 
Al est appelée l'allongement absolu de la tige. 


Fig. 20 


Nous admettrons que l'allongement absolu et les déformations 
sont dus uniquement aux contraintes apparues dans la tige. En 
réalité, il existe d’autres facteurs agissant sur la grandeur des dé- 
formations. Ainsi, les déformations dépendent de la température et 
de la durée de l’action de la charge. La grandeur des déformations 
non élastiques dépend de Jl’« histoire » de la charge, c'est-à-dire 
de l’ordre de croissance et de décroissance des forces extérieures. 
Toutefois, nous laisserons ces questions en marge pour le moment. 

Puisque pour la tige chargée (fig. 20) l’état de contrainte est 
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homogène et que tous ses éléments se trouvent dans les mêmes con- 
ditions, la déformation e suivant l'axe est partout la même et égale 
à sa valeur moyenne sur toute la longueur l: 


AI 
EST . (1.2) 


Cette quantité est l'allongement relatif de la tige. 

Dans le cas d'un état de contrainte non homogène, on détermi- 
nerait la déformation à la section À (fig. 20) par passage à la limite 
pour un petit élément dz et on aurait 


A d: 
=. (1.3) 


Notons que, par suite de la répartition uniforme des contraintes 
sur la section, les allongements sont identiques pour tous les seg- 
ments élémentaires ab (fig. 20) pris dans dz. Par conséquent, si les 
extrémités des segments formaient un plan avant la charge, elles 
forment encore un plan après la charge de la tige, mais décalé paral- 
lèlement. Ces remarques peuvent servir de base à l'interprétation 
du mécanisme de traction et de compression et leur formulation 
est l'hypothèse des sections planes (hypothèse de Bernoulli). Si on la 
considère comme une donnée première, on en déduit comme une 
conséquence l'hypothèse, formulée précédemment, de l’uniformité 
de la répartition des contraintes dans la section droite. 

Pour des allongements petits, on a, pour la plupärt des maté- 
riaux, la loi de Hooke qui exprime la dépendance linéaire entre les 
contraintes et les déformations: 


o=E£e. (1.4) 


La quantité E est un coefficient de proportionnalité appelé 
module d'élasticité de première espèce. Le module d'élasticité est 
une constante physique du matériau et se détermine expérimentale- 
ment. La dimension de E est la même que celle de ©, c'est-à-dire 
kgf/cm°. 

Pour les matériaux les plus usuels le module d'élasticité a les 
valeurs suivantes (en kgf/cm°) : 


Acier E—(2,0-2,1)-108 
Cuivre E—1,2.108 
Laiton E=(1,0—1,2)-106 
Aluminium et alliages alu- 

minium-magnésium E —(0,7--0,8)-108 
Bois (sens des fibres) E = (0,08 0,12)-108 


La loi de Hooke est approchée. Pour certains matériaux, tel 
l'acier, elle est observée avec un grand degré de précision dans des 
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limites de variation très larges des contraintes. Dans d’autres cas 
on observe des écarts notables à la loi de Hooke. Ainsi, pour la fonte 
et certains matériaux de construction, même lorsque les contraintes 
sont petites, la loi de Hooke ne peut être admise qu'avec une gros- 
sière approximation. Lorsque la loi de Hooke ne joue manifeste- 
ment pas, on se donne la déformation sous forme d’une fonction non 
linéaire de la contrainte 
e=f(0) 


de telle façon que cette fonction soit conforme à la courbe déduite 
des essais du matériau. 


« 


Revenons à l'expression (1.4) et remplaçons-y © par ER 


F L 
et e par LE. NH vient : 
Ad= ie. 
L'allongement absolu de la tige de longueur ! est égal à 
l 
N dz 
Al=— ( re (1.5) 
0 


Lorsque la tige n'est chargée qu'en ses extrémités, la force nor- 
male V — P ne dépend pas de z. Si, en outre, la section droite 
de la tige F est constante, on déduit de l'expression (1.5): 


A. (1.6) 


Dans la résolution d’un grand nombre de problèmes, en même 
temps que les allongements dus à la contrainte o, on doit encore 
prendre en considération les allongements dus à la température. 
On se sert alors de la méthode des superpositions et on considère 
que la déformation € est la somme de la déformation due aux forces 
et de celle due à la température : 


e=++at, 


æ étant le coefficient de dilatation thermique du matériau. 
Pour une tige homogène chargée en ses extrémités et uniformé- 
ment chauffée on a évidemment 


PI 


Ainsi, on considère les déformations dues aux forces et à la tem- 
pérature comme indépendantes. La justification est donnée par 
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le fait expérimental que le module d’élasticité £ varie peu avec 
la température lorsqu'on chauffe modérément et que la quantité & 
ne dépend pratiquement pas de la contrainte o. Pour l'acier ceci 
est vrai jusqu'aux températures de 300 à 400 °C. Aux plus grandes 
températures, il faudra tenir compte du fait que E dépend de t. 

Considérons des exemples de détermination des contraintes 
et des déplacements dans les cas les plus simples de traction et de 
compression. 


Exemple 1.1. On demande d'établir la loi de variation des forces 
normales, des contraintes et des déplacements axiaux de la tige à gradins 
(fig. 21,a) chargée en son extrémité par une force P. Trouver les valeurs numéri- 
ques de la contrainte et du déplacement maxima lorsque P=5T,F=2cm:. 
Î = 1 m. La tige est en acier avec E = 2-108 kgf/cm’. Etant donné que la for- 
ce P est grande, le poids de la qige ne pu a 

Il te des conditions d'équilibre de toute partie coupée de la tige que 
la force normale N dans chaque section est numériquement égale à la force 
extérieure P. Construisons le graphique de la variation de la force N le long 
de l'axe. De tels graphiques sont appelés en résistance des matériaux des épures. 


Z Z 


1 b)] _ 
TEEN" 


d 
À LU mme F 
pl 


EF : 
SE 


Fig. 21 


3P 
# 


Ils permettent de se représenter géométriquement les lois de variation des 
andeurs étudiées. Dans notre cas, l'épure de la force normale est représentée 
ig. 21,b par un rectangle, Re N = P = Cte. Sur la figure l’épure de N 
est hachurée parallèlement à la direction dans laquelle on porte les valeurs 
de N. Ici les valeurs de la force N sont portées vers le haut, donc les hachures 
sont verticales. 
Pour obtenir l’épure des contraintes o, il faut changer les ordonnées de l’épure 
de N en raison inverse de la quantité F (fig. 21,c). Le maximum de o est: 
Omer = = 32 500 kgf/cm2. 


Déterminons de combien de centimètres u est décalée chaque section de la 
tige dans le sens de P. 
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Le déplacement de la section d’abecisse s est à l'allongement du segment 
de longueur :. Par conséquent, en vertu de la formule (1.6): 
Pz 
u= EF . 
Ainsi, dans l'intervalle de variation de 3 de 0 à ! le dé 
portionnel à z (le. 21, d). Dans le second intervalle de 


paœnens u est pro- 
a tige le déplace- 


ment est 
_ PL , Ps 
U=GRT2EF 


La quantité u dépend également linéairement de 5. Le déplacement maximum 
atteint au bout de la tige est 


3PI 3-5 000-100 
Uma DER 2.2.106.2 0187 cm. 


Exemple 1.2. Construire les épures des forces normales, des contraintes 
et des déplacements pour une tige cylindrique suspendue librement par une de 
ses extrémités (fig. 22) sous l'effet de son poids propre. La longueur de la tige 
est 1, l'aire de sa section droite F et le poids spécifique du matériau +. 


FL (4 
= -0- 
# 
Fig. 22 


La force normale dans la section z est égale au poids de la partic sous-jacente 


de la tige: 
N=yFs. 


Donc, la force normale est proportionnelle à z. Ici l'épure de N doit être hachurée 
horizontalement, étant donné que les grandeurs de # doivent être portées hori- 
zontalement. La contrainte dans la section considérée est o = y: (cf. épure de 


la fig. 22). 
Le déplacement u dans la section z est égal à l'allongement de la partie 
supérieure de la tige. D’après la formule (1.5) 


3—522 
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Par conséquent, la loi de variation de u est représentée par une loi quu- 


dratique _ z. Le déplacement maximum umazx a lieu à l'extrémité de la tige 
pour :—0. 


[2 
Umax = TE . 


Exemple 1.3. Une colonne (ie. 23) est chargée par une force P et par 
son poids propre. On demande de déterminer la loi de variation de la section 


ll 


® 


Fig. 23 


droite F = F (z) pour que les contraintes soient identiques en toutes les sections 


et égales à FE Construire les épures des forces normales, des contraintes et des 
0 
déplacements. 
A la distance z du champ la force normale de compression N est égale à 


z 
N=P+y [Fa 
0 


Par hypothèse, 


d'où 


z 
P 
P+y [Far 
0 


P 
Le Er TE 

ou 
Deer. 
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On trouve après intégration : 


P 
z=—— (Log F — C 
7e (Log F—Log C) 


ou 
vFoz 
F=Ce P. 


Lorsque :—0, on a F=F0. Par conséquent, C=Fo, et la loi de varia- 
tion cherchée de la section F s'écrit: 


vFoz 
F= Fe P . 


Le plus commode pour construire les épures est de commencer par l'épure 
de la contrainte © qui. par hypothèse, ne varie pas suivant l'axe de la colonne 
(fig. 23). Puisque la contrainte est constante. il en sera de même de l'allonge- 
ment relatif e. Aussi le déplacement u croît-il proportionnellement à la distance 
à la base de la colonne. 

La force normale dans la section = est égale à: 


vFoz 
N=0F=Pe P . 


L'épure de N est représentée fig. 23. 

Le problème considéré est du nombre des problèmes. très fréquents en 
résistance des matériaux, où l’on cherche les conditions d'égalité de la résistan- 
ce. Si la contrainte dans un certain corps (ici dans la colonne) est constante 
en tous les points de son volume. une telle construction est dite équirésistante. 

Exemple 1.4. Un support ABC est chargé en son extrémité par une 
force P (fig. 24). On demande quelles doivent être les sections droites des tiges 
AB et BC pour qu'on ait la même contrainte donnée o dans ces tiges. En outre, 


Fig. 24 


l'angle & sera choisi de manière que le poids de la construction soit minimum 
lorsque la portée ! est donnée. : 

De la condition d'équilibre du nœud B (fig. 24) on déduit les forces normales 
dans les tiges: 
, P 
MNi=Pctge, Noms 


3° 
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Puis l'on détermine les aires des sections droites des tiges en fonction 
de la contrainte donnée 0: 


Fa À og a 
Ness Pr, 4. 
L ” ©  sina 


Le poids du support est en raison de son volume 
V=lFstlela. 
Substituant les longueurs et les aires des sections des tiges, on trouve: 
PI 1 
Fe (art) 


sinacos a 
La quantité V a un minimum lorsque 


co a+ ; a = 55°. 


$ 10. Energie potentielle de déformation 


Considérons le processus de déformation d’un corps élastique 
du point de vue énergétique. 

Les forces appliquées à un corps élastique effectuent un travail. 
Désignons-le par À. Ce travail se transforme partiellement en énergie 
potentielle U du corps déformé et partiellement en énergie cinéti- 
que X imprimant à la masse du corps une certaine vitesse. L'équa- 
tion d'équilibre s'écrit 

A=U+XK. 

Si la charge s’opère lentement, la vitesse de déplacement de la 
masse du corps est très petite et on peut poser X = 0. Un tel proces- 
sus de charge est dit statique. Le corps se trouve à tout moment à 
l'état d'équilibre. Alors 


A=U, 


et tout le travail des forces extérieures se transforme en énergie 
potentielle de déformation. 

Lorsqu'on décharge le corps, un travail est fourni aux dépens 
de l'énergie potentielle. De sorte que le corps élastique est un accu- 
mulateur d'énergie. Cette propriété des corps élastiques est large- 
ment utilisée, par exemple, dans les ressorts des montres et dans 
divers éléments élastiques d'amortissement (ressorts, arbres à torsion, 
etc.). 

On a représenté fig. 25 une tige en traction. Pour la clarté des 
raisonnements, on a agrandi l'allongement et on a donné en dessous 
le graphique de variation de la force P correspondant à Al. 
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Puisque la force P n’est pas constante sur le trajet Al, le travail 
de traction de la tige doit être calculé par intégration. Le travail 
correspondant au déplacement élémentaire d (A!) de la force varia- 
ble P est égal à 

dA = Pd (AI). 
Ï1 est évident que le travail d'allongement AZ est numériquement 
égal à l'aire du triangle OBC, c'est-à-dire 
A=U=+PAI 


Si la force P était constante sur le chemin AZ, son travail 
serait déterminé simplement par le produit PAL. Eliminant A! de 
l'expression obtenue, il vient : 


(1.8) 


Si la force normale NW varie le long de l'axe de la tige, l'énergie 
potentielle de déformation doit être calculée en faisant la somme des 


Fig. 25 


travaux élémentaires répondant aux dz (fig. 25). Pour un segment 
élémentaire on a: 


N3dz: 
au = 2EF ? 
et pour la tige tout entière: 
l 
N?d: 
U = EF - (1.9) 
0 


Les relations énergétiques sont largement utilisées pour détermi- 
ner les déplacements dans les systèmes élastiques complexes. Les 
théorèmes généraux se rapportant à cette question seront examinés 
au chap. V. 
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$ 11. Systèmes isostatiques et hyperstatiques 


Dans tous les problèmes examinés jusqu’à présent, les forces 
normales dans les sections droites de la tige étaient déterminées à 
l’aide de la méthode des sections par les conditions d'équilibre 
de la partie coupée. Mais une telle détermination des forces normales, 


b A 
be 
AL 
Ke 
4 {> 
9 


et en général des forces intérieures dans une barre, n'est pas, tant 
s'en faut, toujours possible. On rencontre constamment en prati- 
que des systèmes avec un grand nombre de liaisons et où les équations 
de la statique ne suffisent plus à déterminer les forces intérieures. 
De tels systèmes sont dits hyperstatiques. 


Fig. 27 


On a représenté fig. 26, a un support ordinaire constitué de deux 
tiges. Les efforts dans les tiges se déterminent facilement des condi- 
tions d'équilibre du nœud À. Si l’on complique la construction du 
support en ajoutant une nouvelle tige (fig. 26,b), on ne.peut plus 
déterminer les efforts dans les tiges par la méthode précédente : 
on ne peut écrire que deux équations d'équilibre pour le nœud À, 
alors qu’il y a trois forces inconnues. On dit que le système est hyper- 
statique du premier degré. Continuant à compliquer le système 
en introduisant de nouvelles tiges, on peut avoir un système hyper- 
statique du deuxième degré (fig. 26,c), du troisième degré, etc. 
On a montré fig. 27 trois autres systèmes. Le premier d’entre eux 
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est isostatique, le deuxième et le troisième comportent respective- 
ment un et deux degrés d’hyperstatisme. 

On dit qu'un système a un degré d’hyperstatisme d'ordre n lors- 
que le nombre de liaisons est supérieur à celui des équations indé- 
pendantes de la statique de n unités. On détermine les forces incon- 
nues ou on résout le système hyperstatique en formant autant de 
nouvelles équations qu'il le faut. Les nouvelles équations formées 
reflètent les particularités des liaisons géométriques imposées aux 
systèmes déformés et sont conventionnellement appelées équations 
des déplacements. Pour les systèmes réticulés repré- 
sentés fig. 26, les équations des déplacements 
doivent traduire le fait que le nœud À du système 
déformé doit être commun à toutes lestiges. Dans 
l'exemple de la fig. 27, les équations des dépla- 
cements doivent exprimer, lorsque la poutre AB 
est rigide, que toutes les extrémités infé- 
rieures des tiges restent alignées après la char- 
ge, etc. 

Voyons, sur des exemples simples, selon quels 
principes doivent étre établies les équations des 
déplacements lorsqu'on doit résoudre un système 
hyperstatique. 


Fig. 28 


Exemple 1.5. Une tige droite hcmogèno (fig. 28) 
est encastrée à ses extrémilés et chargée axialement par 
une force P appliquée au tiers de la longueur de la tige à partir de l’encastre- 
ment supérieur. On demande de déterminer les contraintes maxima dans la tige. 

Le système comporte évidemment un degré d'hyperstatisme, puisque Îles 
deux réactions des appuis R, et R£ ne peuvent êtro déterminées à partir de 
l'unique équation d'équilibre: 


Ra+Rp=P. e 
L'équation des déplacements doit traduire le fait que la longueur de la 


tige ne varie pas. Le raccourtissement de la partie inférieure de la tige doit 
être égal à l'allongement de la partie supérieure. Par conséquent, 


IAtal=]Al»|. 
Exprimant les allongements au moyen des forces, il vient : 
1 2 
Ra 3 l , RB 3 L 
EF EF 
ou 
Ra=2R8g. 


Résolvant cette équation avec l'équation d'équilibre, on trouve : 


Ra=+P; Ry= TP. 
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La contrainte maximum est 2P 
Omax = 5p . 


Exemple 1.6. Le système réticulé de trois tiges de même section 
(fig. 29,a) est chargé par une force verticale P. Déterminer les efforts dans 


les tiges. 

Établissant les équations d'équilibre du nœud À (fig. 29,b), nous nous 
servirons du principe d'invariabilité des dimensions initiales. Puisque sous 
l’action de la force P l'angle & varie d’une quantité tout à fait négligeable, nous 
supposerons qu'il est constant. On a alors: 

Ni=N3 2N; cos a+Na= P. 


Les équations obtenues sont insuffisantes pour la détermination de toutes 
les forces. Il faut établir encore une équation de déplacements. A éet effet, 


B Al2 
AA! 
c) 


Fig. 29 


comparons le nœud À avant et après la charge (fig. 29,c). Le segment 44° 
représente le déplacement vertical du nœud À. Il est évidemment égal à l'allonge- 
ment de la tige moyenne: 


A4’ = Alg. 


Du point C, pris pour centre, décrivons ensuite l'arc de cercle AB. 
Le segment 4’B représente l'allongement de la tige latérale : 


A'B= Al4. 


Étant donné que les déplacements sont petits, on peut assimiler l'arc 
AB à un segment ger ndiculaire à la droite 4’C et, comme l'angle « varie 
très peu par suite de l'allongement des tiges, on a: 


Aly= Al cos &. 


Telle est De cherchée des déplacements. Exprimons les allongements 
en fonction des forces : 


et 
Ni= Na cos? @. 
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Résolvant cette équation avec l'équation d'équilibre, on obtient : 


P cos? & P 
M=N= TE ose" M {prose 


Exem p le 1.7. Une poutre rigide non pesante est articulée en O et reliée 
à deux tiges élastiques identiques (ie. 30,a). Déterminer les forces intérieures 
a les tiges lorsqu'elles sont chauffées de 


Coupons les tiges et introduisons les for- 
ces N; et Na (fig. 30,b). Puis, annulant la 
somme des moments des forces par rapport à 
l'articulation, on obtient : 

Nia+2N38=0. 

Soit encore 4’B’ la position occupés par 
la poutre rigide après l'échauffement des 
tiges QE 30, b). 

On déduit de la similitude des triangles 
OA’ et OBB' : 


Ala= 24l; 
ou, en vertu de la formule (1.7), b A 
Nal = Nil Ta 
+ laAt=2 (++ laët) ; 6 
d'où Fig. 30 


Ns—2Ni=EFat. 
Résolvant l'équation obtenue avec l'équation d'équilibre, on trouve 
Ni=—+ EFoat, Ni=+ EFalt. 


Exemple 1.8. Lors du montage du système réticulé (fig. 31,a) on 
s’est aperçu que les longueurs des tiges n'étaient pas celles requises (nœud 4). 


Le montage a été fait en réunissant par force les bouts À et C. Déterminer les 
forces dans le  ige:. 

Nous avons cinq tiges, donc cinq forces inconnues. On peut écrire pour les 
nœuds À et B quatre équations d'équilibre, deux pour chaque nœud. Donc, 
le système a un degré d'hyperstatisme. ; 
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On déduit des conditions d'équilibre des nœuds 4 et B (fig. 31.b et c): 
Ni=Na=Ns; Ne=Ns; Nat2Ns cos 30° = 0. 
Désignons le déplacement horizontal et le déplacement vertical du nœud A 
respectivement par u4 et va (fig. 31.a). Introduisons respectivement pour le 


nœud B les notations u, et v,. Exprimons les allongements des tiges en fonc- 
tion de ces déplacements: 


Als=u, cos 30° + v, sin 30°, 
Al3=A—u, cos 30°+ v, sin 30°, 
Al3=vp—va, 

Als=ug sin 30° + vg cos 30°, 
Als= —ug Sin 30° + v8 cos 30°. 


Eliminant de ces expressions les déplacements u4, v4, ug et vp. on obtient 
l'équation des déplacements 


ai, =8ta+ As _Ah+Al—A 
37 "2 cos 30° 2 sin 30° 


Transformons cette équation en exprimant les allongements en fonction 
des forces 


NN V3\ Ni  Nal 


Nal _ 1 (os 


EF V3 Er Ÿ° Er | Er Er 
ou, compte tenu de l'équation d'équilibre, il vient : 


3N3—2N4= FE à. 


Résolvant ensemble ces équations, on trouve : 
EF A7V3 PR LE 
Eos l'2+37V3 


Les exemples considérés donnent déjà une idée suffisante de l'essence 


des méthodes utilisées pour résoudre les systèmes hyperstatiques. On assimilera 
fermement ces méthodes en résolvant un nombre suffisant de problèmes. 

Une méthode plus générale pour résoudre les systèmes hyperstatiques sera 
examinée au chap. VI. 


$ 12. Etats de contrainte et de déformation 
quand il y a traction et compression 


Examinons plus en détail les particularités de l’état de contrainte 
d’une tige homogène tendue. Déterminons d’abord les contraintes 
qui apparaissent dans une section oblique formant un angle a avec 
le plan de la section normale (fig. 32). La contrainte totale p dans 
cette section sera la même en tous ses points, en vertu de la condi- 
tion d’homogénéité de l’état de contrainte. Quant à la résultante 
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des forces intérieures aux points de la section, elle doit être dirigée 
suivant l’axe de la tige et doit être égale à la force de traction 0F, soit 


PFa=0F, 
Fa étant l'aire de la section oblique: 


RE 
3 cosa ” 
Ainsi, la contrainte totale sur l'élément oblique est 
p=0cos a. 


Décomposant cette contrainte selon la normale et la tangente 
à l'élément oblique (fig. 32, c), on trouve: 


Ca = PCOS &G, 
Te =PSiIN&, 
ou 
Oa = 6 cos? «&, (1.10) 
te = +0 sin 2a. (1.11) 


On voit qu’en un seul et même point du corps contraint l’inten- 
sité des contraintes est fonction de l'orientation de la section oblique. 


œ 


Lorsque & = 0 les formules (1.10) et (1.11) donnent les contrain- 
tes dans la section droite: 


Ox=0, Ta =0. 
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Lorsque œ& — 90°, c'est-à-dire pour des sections longitudinales, 
On à Oz — Te — 0. Cela signifie que les couches longitudinales 
de la tige tendue n'interagissent pas entre elles. En ce sens, on peut 
assimiler la traction de la tige à la traction d’un faisceau de fils 
parallèles, non liés entre eux. 

La contrainte tangentielle tx, a son maximum dans la section 
oblique formant un angle de 45° avec l'axe de la tige: 


o 
Tmax = 5 


Il est essentiel de noter que la valeur absolue de la contrainte 
tangentielle x, ne change pas lorsqu'on passe d’une section (a) 
à une autre section («+90°). En effet, 

[+ o sin 22|=| 7 0 sin 2 (a+ 90°) 


Ainsi, les contraintes tangentielles doivent être égales sur deux 
sections orthogonales (si, pour l'instant, on fait abstraction des 


Fig. 33 


signes). Cette condition est une particularité générale de n’importe 
quel état de contrainte et est appelée loi de parité des contraintes 
tangentielles. 

On peut interpréter cette loi. Si l’on découpe par la pensée dans 
la tige contrainte un élément rectangulaire ABCD (fig. 33,a), on 
établit facilement, que, indépendamment de la grandeur des con- 
traintes normales o’ et o”, les contraintes tangentielles +’ et t” 
sont telles en grandeur et en direction que les moments de leurs cou- 
ples se neutralisent (fig. 33,b). Pour un élément arbitraire d’épaisseur 
k il est évident que 

t'ABRAD —1"ADhAB, 
ou 
T'=T. 


En outre, comme on le voit sur la fig. 33,b, les vecteurs des con- 
traintes tangentielles dans deux directions orthogonales sont soit 
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dirigés vers une arête commune (les arêtes À et C), soit encore par- 
tent d’une même arête (B et D). 

La parité des contraintes tangentielles dans le cas le plus géné- 
ral d’un état de contrainte complexe sera examinée de nouveau 
au chap. VII ($ 49). 


Faisons maintenant l'analyse des déformations dans une tige 
tendue. L'expérience montre que (dans des limites déterminées) 
l'allongement longitudinal de la tige s'opère avec amincissement 
transversal proportionnel (fig. 34). 

Si l’on pose 


AI Aa 
Elong — 7 , Etrans = , 
comme il résulte de l'expérience, on a alors 
€trans — H£long: (1.12) 


u étant un coefficient de proportionnalité sans dimension appelé 
coefficient de Poisson. La quantité u caractérise les propriétés du 
matériau et se détermine expérimentalement. Pour tous les métaux, 
la valeur numérique de Lu est comprise entre 0,25 et 0,35. On montrera 
par la suite, au chap. VII, que, pour un matériau isotrope, la valeur 
de y ne peut en général être supérieure à 0,5. 

Lorsqu'une tige est soumise à une traction il apparaît non seu- 
lement des déformations linéiques, mais aussi des déformations angu- 
laires. Pour les déterminer, considérons l’angle droit BAC (fig. 35,a) 
formé par les segments AB et AC. Lors de la traction de la tige, les 
points À, B et C se déplacent et viennent en 4’, B’ et C” (fig. 35,b). 
L'angle B’A'C" n’est plus droit, en général, à la différence de l’angle 
BAC. Comme on le sait, la différence entre ces angles est appelée 
angle de déformation ou de glissement. Désignons-le par y, 


PONS AN 
Ya = BAC — B'A'C'. 
Déterminons d’abord l'angle w, dont tourne le segment AB 
lors de la traction de la tige. Considérons à cet effet les segments AB 
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et A'B' lorsque les points À et 4” coïncident (fig. 35,c). Indiquons 
sur cette même figure les points auxiliaires X et L. 


Fig. 35 


L'allongement longitudinal et l'amincissement transversal re 


latifs, comme il résulte de la fig. 35,c, sont égaux à 
Etong = RE : Etrans = IR » 
d'où 
BL =: EyongAS sin @, 
LB" — Exrans NS COS à, 
ou, conformément aux expressions (1.4) et (1.12), 


BL=+ As-sin a; 
LB'=n _ As-cos a. 


L'angle w, dont tourne le segment AB, comme il résulte de la 
fig. 35.c, est égal à: 
__ BL cos a-- LB’ sin œ 


Da Às . 


Substituant les expressions des segments BL et LB’, il vient: 


Ga = + (1 + u) sin & cos a. 


$ 151 Essais des matériaux à la traction et à la compression 47 


Faisant varier l'angle & de 90°, on trouve l'angle de rotation 
du segment AC : 


Wa+90° = — _ (1 +) sin @& cos a. 


La déformation angulaire (angle de glissement) est déterminée par 
la différence des angles de rotation des segments, donc : 


a = Wa — Wa-+90° = _. (1 +) sin 2a. 


Comparant l'expression de y, avec l'expression (1.11) trouvée 
pour Ja contrainte T,, on remarque que l'angle de glissement entre 
les plans AB et AC est proportionnel à la contrainte tangentielle 
qui apparaît dans les mêmes plans, c'est-à-dire que: 

2(1- 
a — En Ta- 

Dans le cas d'un matériau isotrope cette relation est la même 
pour tous les types d'états de contrainte et s’appelle loi de Iooke 
pour les glissements. Omettant l'indice &, nous écrirons cette dernière 
expression sous la forme : 


V=Z: (1.13) 


où la quantité G est le module d'élasticité de seconde espèce 
ou module d'élasticité transversal : 


G E 


METCET 


Le module G a les mêmes dimensions que le module E, c'est-à-dire 
kgf/cm*. 

Ainsi, si la loi de Hooke pour la traction est postulée par les 
relations (1.4) et (1.12). lorsqu'elle est appliquée aux glissements, 
elle en est une conséquence. 


(1.14) 
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et à la compression 


Lors de la résolution de problèmes élémentaires de traction et 
de compression, nous nous sommes déjà heurtés à la nécessité d’avoir 
quelques données expérimentales sur la base desquelles on pourrait 
édifier une théorie et, par là même, apporter quelques généralisa- 
tions à l’analyse de constructions concrètes. La loi de Hooke, qui 
nous est déjà connue, vient en tête parmi les données expérimen- 
tales premières de ce genre, le module d'élasticité Æ et le coecffi- 
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cient de Poisson u étant des caractéristiques fondamentales des 
matériaux. Il est clair que ces grandeurs varient en fonction des 
propriétés des matériaux. Æ et u dépendent en premier lieu de la 
composition chimique du matériau et, dans une certaine mesure, 
des conditions de traitement thermique et d'usinage. 

Pour la résolution de problèmes pratiques, il faut encore avoir 
les caractéristiques numériques des propriétés de résistance des 
matériaux. Lors de l'étude des processus de pliage et d’ emboutissage 
on a besoin d'indices numériques caractérisant le pouvoir de dé- 
formation plastique du matériau. Dans une série de cas, il faut 


Ltrav 
Bi 
; HR -- 


Fig. 36 


avoir des données sur le pouvoir qu'a le matériau de résister aux 
hautes températures, de travailler sous des charges variables, etc. 

On a conçu en conséquence une grande variété d'essais, mais 
les plus importants et les plus répandus sont les essais de traction 
et de compression. Ils fournissent les principales caractéristiques 
du matériau, directement utilisées lors des calculs. 

Lors des essais de traction on utilise des éprouvettes tournées 
dans des barres ou découpées dans de la tôle. La principale parti- 
cularité de ces éprouvettes est qu’elles sont renforcées à l’endroit 
de l’enserrement, avec raccordement continu avec la partie travail- 
lante plus étroite. Plusieurs éprouvettes sont représentées fig. 36. 
D'ordinaire, on prend la longueur de la partie travaillante Li, 
environ 15 fois le diamètre d. Il ce cependant des éprouvettes 


plus courtes pour lesquelles le rapport <%* “rar ne dépasse pas 5. Lors- 


que la section droite est rectangulaire, ‘ prend pour caractéristi- 
que de base pour définir la longueur travaillante l'le diamètre d 
du cercle de même surface que le rectangle. 
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Lors des essais de compression on se sert d'éprouvettes cylindri- 
ques courtes dont la hauteur ne dépasse pas le double du diamètre 
(fig. 37). Lorsque l’éprouvette est plus haute, elle fléchit en général 
pendant la compression et les rés.ltats sont faussés. 

Les dimensions absolues des éprouvettes pour essais de traction 
ou de compression sont imposées par la puissance * de la machine 


Fig. 37 


à essais et les dimensions des barres dans lesquelles on usine les 
éprouvettes. 

Les essais de traction ou de compression se font sur des machines 
spéciales, où l'effort est créé soit à l’aide d’un poids agissant sur 


l'éprouvette par l'intermédiaire d’un système de leviers, soit en- 
core par pression hydraulique transmise à un piston. Dans le premier 
cas la machine est dite à leviers, dans le second hydraulique. 


* Quand on parle de la puissance d'une machine à essais ou d'une presse, 
on a en vue non pas le travail en l'unité de temps, mais la force maximum déve 
loppée par la machine. 


41-522 
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On a représenté fig. 38 le schéma de la machine à leviers la plus 
simple. Une vis sans fin 7. mue à la main ou électriquement, entraîne 
une roue engrenée 2 solidaire d'une vis 3 qu'elle déplace vers le 
bas. On engendre ainsi dans l’éprouvette 4 un effort, qui est équi- 
libré par l’intermédiaire des leviers 5, 6, 7 par un poids P sur un 


bras a. Le levier 7 est gradué en unités de force développée sur 
l’éprouvette. Le déplacement du poids est manuel ou automatique. 

On a représenté fig. 39 le schéma d'une machine hydraulique 
universelle, c'est-à-dire effectuant des essais de traction et de com- 
pression. Une pompe 2 refoule de l’huile sous pression dans le cy- 
lindre Z, qui soulève le piston 3. Le piston est solidaire d’un châssis 4, 
qui comporte à sa partie supérieure une mâchoire tenant l’éprouvette 
5 sollicitée à la traction. Lorsque l'éprouvette est essayée à la com- 
pression, elle est établie au-dessous du châssis. Dans ce dernier cas 
l'éprouvette 6 a été tracée en pointillé. Le châssis Z0 est immobile. 


$ 13] Essais des matériaux à la traction et à La compression 51 


On l’a représenté conventionnellement dans le plan de la figure 
et du châssis 4. L'effort est mesuré au manomètre 7 zradué en unités 
de force développée sur l'éprouvette. Une fois les essais terminés, 
l'huile est refculé sous l'effet. du poids du châssis 4 à travers une 
soupape & dans le bac 9. 


Fig. 40 


La puissance des machines à essais va de quelques grammes 
(essais de fibres et fils) à plusieurs centaines de tonnes (essais de 
grosses constructions). Les machines de faible puissance (jusqu'à 
une tonne) sont d'ordinaire à leviers. Aux grandes puissances le 
principe hydraulique est préférable. 

Lors des essais de traction l’éprouvette est maintenue soit au 
moyen de coins à serrage automatique (fig. 40.a) soit au moyen de 
cuvettes amovibles (fig. 40,b). Le système de serrage est conçu de 
manière à exclure le gauchissement de l’éprouvette et à ce que les 
efforts soient axiaux, sans flexion. Lors des essais à la compression 
l’éprouvette cylindrique est simplement comprimée entre deux 
plaques parallèles. 

Le but principal des essais à la traction et à la compression est 
la construction de diagrammes, c’est-à-dire des dépendances entre 
la force agissant sur l’éprouvette et son allongement. La force est 
enregistrée par l'appareil de mesure de la machine elle-même, comme 
on l’a montré ci-dessus. 

La mesure précise des petits allongements est faite au moyen 
d'appareils spéciaux dits extensomètres. L’extensomètre est direc- 
tement établi sur l'échantillon et enregistre le déplacement relatif 
de deux sections sur la partie travaillante de l’éprouvette. La cons- 
titution et le mécanisme du fonctionnement de quelques types 
d’extensomètres seront examinés au chap. XVI. 


4 
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Pour la mesure grossière des allongements, on utilise des dis- 
positifs simples (souvent de type à leviers) enregistrant le déplace- 
ment relatif des mâchoires de la machine. Pour les grands allonge- 
ments ce déplacement peut être confondu avec l'allongement de 
l'éprouvette. Une machine à essais moderne est ordinairement dotée 
d'un appareil pour l'enregistrement automatique du diagramme de 
traction-compression. On possède ainsi après l’essai de l’échantillon 
une courbe P — f (AZ) tracée à une échelle déterminée sur une feuille 
de papier. 


$ 14. Diagramme de traction 


Considérons les principales particularités du diagramme de trac- 
tion. Le phénomène apparaît le plus clairement dans le cas de l'essai 
d'un acier doux. 

On a représenté fig. 41 le diagramme de traction d’une éprou- 
vette en coordonnées P, Al. La courbe obtenue peut être convention- 
nellement découpée en quatre zones. 

La zone OA est la zone d'élasticité. Ici ?3 matériau suit la loi 
de Hooke et 


Pour plus de clarté on a changé d'échelle pour représenter cette 
portion de la courbe. Les allongements AZ de la portion OA sont 
très petits et, si on la dessinait à l'échelle, la droite OA serait con- 
fondue avec l’axe des ordonnées. La grandeur de la force pour la- 
quelle s'applique la loi de Hooke dépend des dimensions de l'éprou- 
vette et de ses propriétés physiques. Elle est maximum pour les 
aciers fins. Pour les métaux, tels le cuivre, l'aluminium, le plomb, 
elle est plusieurs fois plus petite. 

La zone AB est la zone d'écoulement général et le segment AB 
du diagramme est le palier d'écoulement. Il s’opère ici une variation 
notable de la longueur de l’éprouvette sans qu'il y ait accroissement 
sensible de la charge. L'existence d’un palier d'écoulement AB 
n'est pas caractéristique pour les métaux. Dans la plupart des cas, 
lors des essais de traction et de compression, on n'observe pas de 
palier AB et le diagramme de traction a l'allure des courbes (fig. 42). 
La courbe Z est typique pour l'aluminium et le cuivre recuit, la 
courbe 2 pour les aciers fins alliés. 

La zone BC est la zone d'écrouissage. Ici l’allongement de l’échan- 
tillon a lieu avec accroissement de la charge, mais cet accroissement 
est infiniment plus lent (plusieurs centaines de fois) que dans la zone 
élastique. Dans la phase d’écrouissage commence à apparaître le lieu 
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Fig. 42 


Fig. 43 
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de la rupture future et l'éprouvette s'étrangle (fig. 43). Au fur et 
à mesure de l’allongement de l’éprouvette la région étranglée pro- 
gresse rapidement. Lorsque la diminution relative de l'aire de la 
section devient égale à l'accroissement relatif de la contrainte. 
la force P atteint son maximum (point C). Par la suite, l’allonge- 
rmrnt de l’éprouvette se fait avec diminution de la force bien 
que la contrainte moyenne dans la section droite de l'étranglement 
croisse. L’allongement de l’éprouvette a alors un caractère local, 
aussi la portion de la courbe CD est-elle appelée zone d'écoulement 
local. Le point D correspond à la rupture de l'échantillon. Pour 
beaucoup de matériaux il y a rupture sans étranglement notable. 

Si l’on décharge l’éprouvette pendant l'essai avant la rupture 
(point X, fig. 44), pendant la décharge le lien entre la force P et 
l'allongement AL est représenté par la droite KL (fig. 44). L'expé- 
rience montre que cette droite est parallèle à OA. A la fin de la 
décharge l'allongement ne disparaît pas complètement. Le raccour- 
cissement qui résulte de la décharge est égal à l’allongement élasti- 
que (segment LM). Le segment OL représente l'allongement résiduel. 
On l'appelle aussi allongement plastique et la déformation correspon- 
dante déformation plastique. Ainsi, 


OM = Ale + Alrésia: 
Respectivement, 


€ = Eé] + Eréside 


Si l’éprouvette a été chargée dans les limites de la portion OA 
puis déchargée, on a Alsa — O0 et l'allongement est purement 
élastique. 

Si l’on recharge à nouveau l’éprouvette, le diagramme de trac- 
tion est représenté d’abord par la droite LK et ensuite par la courbe 
KCD (fig. 44), comme s’il n’y avait pas eu de décharge intermédiaire. 

Supposcns maintenant qu'on ait deux éprouvettes identiques 
d'un même matériau, l'une n'ayant pas été chargée avant l'essai 
et l’autre ayant été soumise à des forces qui ont entraîné une 
déformation résiduelle. 

Lors de l'essai de la première éprouvette on obtient le diagramme 
de traction OUABCD représenté fig. 45,a. Lors de l'essai de la deu- 
xième éprouvette on tiendra naturellement compte des allongements 
à partir de l’état non chargé, faisant abstraction de l'allongement 
résiduel OL. On obtient ainsi le diagramme réduit LKCD (fig. 45,b). 
Le segment MK correspond à la force de la première charge. 

Par conséquent, l'allure du diagramme pour un même maté- 
riau dépend du degré de charge préliminaire (étirage), cette 
charge elle-même jouant le rôle d’une opération technologique 
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préalable. [1 est très important que le segment LK (fig. 45,a) soit 
plus grand que le segment 04. Par conséquent, une fois qu’un maté- 
riau a subi l’opération d’étirage, il reut supporter des charges plus 
grandes sans déformation résiduelle. 

L'améliorstion des propriétés élastiques d'un matériau par 
déformation plastique préalable est appelée écrouissage. On l'utilise 
largement en technique. 

Ainsi, pour conférer des propriétés élastiques à la tôle de 
cuivre ou de laiton, on la lamine à froid. Les chaînes, câbles et 


Fig. 45 


courroies subissent souvent un étirage avec des forces supérieures 
à celles de service pour prévenir les allongements résiduels. Dans 
certains cas l’écrouissage est indésirable, par exemple lors de l’em- 
boutissage d'un grand nombre de pièces en tôle mince. Alors, pour 
éviter les déchirures, on échelonne l'étirage. Avant un nouvel 
étirage on soumet la pièce à un recuit qui élimine l’écrouissage. 
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Jusqu'à présent, parlant de l’essai d’un matériau à la traction, 
nous n’avons examiné que l'aspect extérieur du phénomène, laissant 
en marge les processus ayant lieu à l’intérieur du matériau. Or. on 
peut donner au caractère de la variation de la force P en fonction 
de Al une interprétation physique en partant de la conception de 
structure moléculaire du corps solide. 

Les corps solides se divisent, Comme on le sait, en corps amor- 
phes ct cristallins. En ce qui concerne les premiers, le diagramme 
de traction n'a pas un caractère stable; il dépend foncièrement 
de la durée d'action des forces, et les corps amorphes eux-mêmes 
présentent une certaine ressemblance qualitative quant à leurs 
propriétés avec les liquides visqueux. Ceci étant, nous nous arrête- 
rons seulement sur le mécanisme de déformation des métaux. 
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Tous les métaux, tels qu'ils sont employés dans les constructions 
mécaniques, ont une structure polycristalline, c'est-à-dire sont 
constitués d’une multitude de minuscules cristaux aux contours 
irréguliers et chaotiquement disposés dans le volume du métal. 
Dans certains cas, les cristaux ont une faible orientation statique 
d'ensemble résultant du caractère de la technologie (laminage, 
tréfilage). A l'intérieur des cristaux les atomes sont agencés dans 
un ordre déterminé et forment un réseau spatial régulier. Le mode 
d'agencement des atomes dépend de leurs propriétés. I1 varie égale- 
ment en fonction des conditions physiques de cristallisation. 

Les atomes du réseau cristallin interagissent avec des forces 
constantes. Lorsque la distance entre deux atomes est grande il 
y a attraction mutuelle, et répulsion lorsque cette distance est 
petite. La présence de ces forces et les lois de leur variation en fonc- 
tion de la direction et de la distance déterminent le mode de cristal- 
lisation propre au métal donné. Dans le cas d’un cristal libre non 
chargé le système des forces mentionnées est tout aussi rigoureuse- 
ment déterminé que la disposition des atomes eux-mêmes. 

Si l'on applique à un cristal des forces extérieures, les atomes 
du réseau se déplacent les uns par rapport aux autres et les forces 
d'interaction varient. La dépendance des forces d'interaction en fonc- 
tion des déplacements présente un caractère fonctionnel complexe. 
Néanmoins. lorsque les déplacements sont petits, on peut considérer 
que cette dépendance est linéaire. Les déplacements qui apparais- 
sent dans le réseau cristallin dans différentes directions se traduisent 
globalement pour l’ensemble des cristaux chaotiquement disposés 
par une dépendance linéaire entre la variation de la distance entre 
les points du corps et les forces extérieures, ce fait trouvant son 
expression dans la loi de Hooke. 

Une fois les forces extérieures suppriinées, les atomes reviennent 
à leur disposition rigoureusement déterminée dans le réseau et les 
dimensions géométriques du corps sont entièrement rétablies. 
Ainsi s'explique la propriété d’ élasticité. 

Considérons à présent le processus d'apparition des déformations 
plastiques. L'expérience montre que l'apparition des déformations 
plastiques résulte de déplacements de glissement dans le réseau 
cristallin. Une confirmation imagée de ce phénomène est donnée, 
notamment, par l'observation de la surface d'une éprouvette polie 
soumise à la traction. Dans la zone d'écoulement général et d'écrouis- 
sage, c’est-à-dire lors de l'apparition de déformations plastiques 
notables, la surface de l'éprouvette se recouvre d'un système de 
stries de glissement (fig. 46). Ces stries présentent une orientation 
d'ensemble formant un angle d'environ 45° avec l'axe de la tige 
et sont pratiquement confondues avec les plans des contraintes 
tangentielles maxima. 
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Par suite du glissement dans les plans inclinés la tige s’allonge. 
Le mécanisme de cet allongement est schématiquement représenté 
fig. 47. Le phénomène est en réalité plus complexe, étant donné 
son caractère spatial, et le glissement 
s'opère non seulement dans une famille de | 
plans parallèles, comme on l’a montré sur 
la figure, mais dans toutes les familles de 
plans formant avec l'axe de la tige un 
angle voisin de 45°. 

Dans les limites d'un cristal la géné- 
ration des déformations plastiques résulte 
du déplacement d’une partie du cristal 
dans un certain plan d'un nombre entier 
d'éléments du réseau (plan AA de la 
fig. 48). La plus petite déformation plas- 
tique correspond au déplacement d'un 
élément. C'est en quelque sorte un quan- 
tum de déformation plastique. A l'issue =, 46 
d'un tel déplacement chaque atome vient Li 
de substituer à l'atome suivant et, fina- 
lement, tous les atomes occupent les nœuds caractérisant la struc- 
ture cristalline donnée. Par conséquent, le cristal conserve ses 
propriétés, seule variant la configuration extérieure. 

Les forces d'interaction entre les atomes du réseau cristallin 
peuvent être trouvées par les méthodes de la physique du corps 
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solide et de l'analyse de la structure cristalline. Si l'on exprime 
en fonction de ces forces la grandeur des forces de cisaillement 
nécessaires pour qu'il y ait déformation plastique, on constate que 
la contrainte ainsi calculée est plusieurs milliers de fois plus grande 
que celle résultant de l'expérience sur les cristaux. L'explication 
est que lors de la déformation plastique le passage des atomes à la 
position voisine n'est pas simultané dans tout un plan, mais qu'il 
y a propagation dans la section, telle une onde. 

Ce processus peut être illustré par un modèle simple, représenté 
fig. 49. On a sur un plan rigide une série de barres verticales (jeu 
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de quilles). Si ces quilles sont en grand nombre, il faudra une grande 
force pour les renverser toutes simultanément. Mais il suffit de 
pousser la première quille pour que la percussion se propage telle 
une onde et renverse la plupart des quilles. La même chose se re- 
produit dans les cristaux. L'excitation initiale dans le réseau est due 


Fig. 49 


ordinairement à une surcharge locale dans une cellule. Une telle 
surcharge est toujours possible par suite de la délimitation irrégu- 
lière du cristal ou de certaines imperfections de structure. La propa- 
gation de l’onde de glissement entre deux chaînes d’atomes du réseau 
cristallin est montrée fig. 50. 
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Le passage de l’atome à sa nouvelle position est accompagné 
d'effets dynamiques. L'atome reçoit de l'énergie cinétique et accom- 
plit un mouvement oscillatoire autour d'une nouvelle position d’équi- 
libre. Il y a par conséquent dégagement de chaleur; une éprouvette 
s'échauffe sensiblement lors des déforinations plastiques. 

Dans une matière polycristalline les déformations plastiques 
commencent déjà pour des charges modérées. Parmi la multitude 
de cristaux chaotiquement agencés, il y en a toujours un certain 
nombre désavantageusement disposés, dans lesquels des variations 
plastiques sont possibles des que des forces relativement petites 
entrent en jeu dans les limites de la zone élastique. Toutefois, le nom- 
bre de ces cristaux n'est pas grand et les déformations plastiques 
locales n’altèrent pas tant soit peu la dépendance linéaire entre la 
force et le déplacement caractérisant la première phase de la charge 
de l'éprouvette. 
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Lorsque les forces sont suffisamment grandes, les déformations 
plastiques dans l’éprouvette deviennent prédominantes. Des glis- 
sements irréversibles ont lieu dans la plupart des cristaux dans leurs 
plans les plus vulnérables, surtout si ces derniers ont une orientation 
voisine des plans des contraintes tangentielles maxima dans l’éprou- 
vette. Ceci s'exprime par la formation de stries de glissement. 

Lors de l'extension de l’éprouvette, il y a interaction de cristaux 
voisins, et le déplacement plastique dans un cristal ne peut croître 
indéfiniment, car il est bloqué par un cristal voisin d’une orientation 
plus favorable. C'est cette circonstance qui explique l'apparition 
d’une zone d'écrouissage et un certain accroissement de la force de 
traction lorsqu’il y a déformation plastique. Ainsi, pendant l’écrouis- 
sage il y a réagencement aux dépens des cristaux faibles, qui sont 
moins favorisés quant à leur orientation. 

Lorsqu'on applique des forces extérieures à une éprouvette il 
y a non seulement glissement des atomes d’un nombre entier de posi- 
tions, mais on observe encore une certaine déformation du réseau 
cristallin. Par conséquent, concurremment à la déformation plasti- 
que, il existe une déformation élastique. Lors de la décharge le réseau 
déformé reprend sa forme primitive, c’est-à-dire que la déformation 
élastique disparaît. Quant à la déformation plastique, il est clair 
qu’elle subsiste. 

Il est très essentiel que le processus de disparition de la déforma- 
tion élastique obéisse aux mêmes lois de variation des forces intra- 
cristallines que pendant la phase initiale de la charge. Aussi la droite 
de décharge XL (fig. 44) est-elle parallèle à la droite de la charge 
initiale OA. 

Lorsque les efforts de traction deviennent importants, les défor- 
mations plastiques sont accompagnées d’altération des liaisons entre 
cristaux et atomes, et l’éprouvette se désagrège. Le mécanisme de 
destruction est jusqu’à présent très faiblement connu et il n’a 
pas encore été adopté de théorie sur ce sujet. 

Il importe de noter que le phénomène décrit ci-dessus sur l’appa- 
rition des déformations plastiques conserve qualitativement ses 
particularités quelle que soit la forme du corps, indépendamment 
des lois de distribution des forces extérieures. Aussi la dépendance 
linéaire entre les déplacements et les forces caractérise, dans des 
limites déterminées, non seulement l’éprouvette tendue, mais aussi, 
en règle générale, n’importe quelle construction complexe. La même 
remarque s'applique à la loi de décharge. Sur le diagramme d'essai 
d’une construction entière la droite de décharge est parallèle à la 
droite de charge initiale. 

Passons à présent aux caractéristiques mécaniques numériques 
déduites des essais des matériaux à la traction et à la compres- 
sion. 
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$ 16. Principales caractéristiques mécaniques d’un 
matériau 


Pour donner une évaluation quantitative des propriétés du maté- 
riau décrites ci-dessus, traçons de nouveau le diagramme de traction 
P = f (AD) en coordonnées o et e. A cet effet, réduisons de F fois les 
ordonnées et de L fois les abscisses, F et L étant respectivement l'aire 
de la section droite et la longueur utile de l’éprouvette avant la char- 
ge. Comme ces grandeurs sont constantes, le diagramme o — f (e) 


(fig. 51) a la même allure que le diagramme de traction, mais il 
caractérise non pas les propriétés de l’éprouvette, mais celles du 
matériau. 

Notons sur le diagramme les points caractéristiques et donnons 
la définition des grandeurs numériques correspondantes. 

La contrainte maximum au-delà de laquelle le matériau n'obéit 
plus à la loi de Hooke est appelée limite de proportionnalité (o»). 

La grandeur de la limite de proportionnalité dépend du degré 
de précision avec laquelle la première partie du diagramme peut 
être assimilée à une droite. D’ordinaire, la déviation de la courbe 
o = f (e) par rapport à la droite o = £Ee est déterminée par l'angle 
de la tangente au diagramme avec l’axe ©. Dans les limites de validi- 


té de la loi de Hooke cet angle est déterminé par + . Si la quantité 


= excède de 50 % la valeur de L, on estime que la limite de propor- 


tionnalité est atteinte. 

Les propriétés élastiques d’un matériau sont conservées jusqu'à 
une contrainte dite limite d’élasticité. La limite d'élasticité (eu) 
est la contrainte marimum jusqu’à laquelle le matériau ne révèle pas 
de déformation résiduelle. 

Pour trouver la limite d'élasticité il faut évidemment déchar- 
ger l’éprouvette après chaque charge additionnelle et vérifier s’il 
y a déformation résiduelle. Comme les déformations plastiques 
se manifestent dans certains cristaux dans la phase précoce de la 
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charge, il est clair que la grandeur de la limite d'élasticité, ainsi 
que de la limite de proportionnalité, dépend de la précision imposée 
aux mesures. Habituellement, on prend la déformation résiduelle 
correspondant à la limite d'élasticité dans les limites erésa — 
= (4 = 5) 10-5, c'est-à-dire 0,001 — 0,005 %. Conformément à cette 
tolérance, on désigne la limite d’élasticité 
Par Oo,001 OU Oo, 005- 

Il faut dire que la limite d'élasticité et 
la limite de proportionnalité se prêtent 
difficilement aux mesures et que leurs 
grandeurs dépendent notablement de la 
norme conventionnellement adoptée pour 
l'angle d'inclinaison de la tangente et pour 
la déformation résiduelle. Ceci étant, les 
quantités 6 et ca ne sont habituellement 
pas incluses dans les formulaires des pro- 
priétés des matériaux. 

La caractéristique suivante, mieux Fig. 52 
déterminée, est la limite d'écoulement. 

La limite d'écoulement est la contrainte à partir de laquelle la 
déformation croît sans accroissement notable de la charge. 
Lorsqu'un diagramme ne présente pas de palier d'écoulement, on 
prend conventionnellement pour limite d'écoulement la valeur de la 
contrainte pour laquelle la déformation résiduelle est eresa — 0,002 
ou 0,2 % (fig. 52). Dans certains cas on adopte erema — 0,5 %. 

La limite d'écoulement conventionnelle est désignée par G0.s 
et 69,5 en fonction de la tolérance adoptée pour la déformation rési- 
duelle. L'indice 0,2 est habituellement omis dans les désignations 
de la limite d'écoulement. S'il faut distinguer la limite d’écoule- 
ment à la traction de la limite d'écoulement à la compression, on 
introduit dans les notations un nouvel indice t (traction) ou c (com- 
pression). De sorte qu’on a pour la limite d'écoulement les désigna- 
tions Oë,t et Oé,c. 

La limite d'écoulement se détermine facilement et constitue une 
des principales caractéristiques mécaniques d'un matériau. 

Le quotient de la force maximum que peut supporter une éprouvette 
par l'aire initiale de sa section droite est appelé résistance limite et est 
désigné par o6+ (et par ©. pour la compression). 

Il est essentiel de noter que 0: n'est pas la contrainte de rupture 
de l’éprouvette. Si l’on rapporte la force de traction non pas à la 
section initiale de l’éprouvette, mais à la section minimum à l’ins- 
tant donné, on découvre que la contrainte moyenne * à l'endroit 


Ô 


* Dans la zone de l'étranglement la contrainte sur la surface droite n'est 
pas, à strictement parler, distribuée uniformément. 
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de la striction avant la rupture est notablement plus grande que 04. 
Ainsi, la limite de résistance est également une grandeur conven- 
tionnelle. Vu sa commodité et la simplicité de sa définition, elle 


Fig. 53 


est entrée de plain-pied dans les calculs en tant que caractéristique 
comparative fondamentale des propriétés de résistance des matériaux. 

Les valeurs de 64, et ot pour quelques matériaux d’un emploi 
courant sont. données dans le tableau 1. 

Lors de l'essai de traction on définit encore une caractéristique 
du matériau, l'allongement à la rupture à %. 

L'allongement à la rupture est la déformation résiduelle moyenne 
qui a lieu au moment de la rupture, rapportée à une longueur détermi- 
née standard de l’éprouvette. On détermine à % comme suit. 

Avant l'essai, on porte à la surface de l’éprouvette plusieurs 
repères divisant la longueur utile en plusieurs parties égales. Après 
l'essai et la rupture de l’éprouvette on juxtapose les deux morceaux 
(fig. 53). Après quoi, on porte de part et d'autre de la striction des 
segments de longueur 54 avant la striction (fig. 53). On détermine 
ainsi l'allongement moyen pour la longueur standard !, —10d.Dans 
certains cas on prend l, =—5 d. 

L'allongement à la rupture est: 


Les déformations ne sont pas réparties uniformément le long 
de l'éprouvette. Si l’on mesure les segments compris entre deux 
repères consécutifs, on peut tracer l’épure des allongements rési- 
duels, montrée fig. 53. L'allongement maximum se produit 
à la striction. On l'appelle habituellement allongement réel à lu 
rupture. 
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Tableau 1 


Matériau 


dé, t dé, c ©t E, 
kgt/cmi | kgf/cm2 | kgt/cmi kgf/Cmi 


CJ 0% 
Kgt/m? | lo = 54 


Acier doux . .. 2 500 2 500 3 900 _— 42 2,0-108 
Acier 30 non 

trempé . . .. 3 300 3 300 5 390 _ 28 2,0-106 
Acier 30 trempé 10 300 9 000 11 000 _ 11 2,0.106 
Acier 45 non 

trempé . . .. 3700 3 700 6 200 — 24% 2,0-108 
Acier 45 trempé 10 400 9700 | 10800 —_ 13 2.0-106 
Acier  Y8 non 

trempé . . .. 2 500 4 300 6 300 — 25 2,0-108 
Acier V8 trempé 7 000 7 000 11 000 — 16 2,0-10$ 
Acier 30XTCA 

trempé . . . .| 14000 14 000 16 200 _ 10 2,0-106 
Acier 40XHB 

trempé . ...{| 17200 | 21000 | 20500 — 140 2.0-108 
Fonte grise CU28 1 400 3 100 4 500 6 400 0,6 0,7-106 
Titane technique 5 200 5 200 6 000 _ 23 1,1-106 
Cuivre recuit . . 550 550 2 200 _ 46 1,1-106 
Cuivre en barre 2 500 2 500 3 200 _— 15 1,1-106 
Laiton . . . .. 3 300 3 300 4 500 — 17 1,2-106 
Bronze . . . .. 1 100 1100 1 360 — | 75 1.2-108 
Aluminium . .. 500 500 840 — 35 0,7-108 
Duralumin . .. 3 400 3400 5 400 — 13 0,75-106 
Textolite (fibre) 750 1 150 1270 1 680 1,5 10,03-108 


Le diagramme de traction construit compte tenu de la diminu- 
tion de la surface F et de l'accroissement local de la déformation 
est appelé diagramme de traction réel (cf. courbe OC"D", fig. 54). 


La construction du diagramme réel est indispensable lors de l’analyse 
théorique de l'opération d'emboutissage profond et, en général,-quand on résout 
des problèmes sur Fajparuon de déformations importantes. Cette construction 
se fait par des méthodes approchées. 

L'une d'elles consiste en ce qui suit. On détermine d'abord les coordonnées 
Créer € Frey du point D’, point réel de rupture (fig. 54). Il est évident que 
Pp 
Oréel = 

F étr 


, 


Ferr étant l'aire de la section droite à l’étranglement après la striction. On la 


détermine facilement en mesurant l'éprouvette rompue. PL est la force de trac- 
tion au moment de la rupture (point D du diagramme). 


64 Traction et compression [ch. 7 


La quantité e,,, se détermine facilement de la condition d'égalité des 
volumes du matériau avant et après l'essai. Au voisinage de la-striction 


l'unité de longueur de l'éprouvette est avant l'essai F 1 et après la striction 
Fétr À + Erée). AÏOTS 
F= Fétr (1 + erée). 
d'où 


F 
érél = 1 


L'abscisse du point D’ est égale à: 


__F Oréel 
DRE Ie E : 


-__ Après quor, on mène du point ainsi trouvé D” la tangente D’C’ à la cour- 
‘be OD. Sur la portion OC” le diagramme ordinaire coïncide avec le diagramme 
réel, Der Pb ne s’est pas formé encore d'étranglement sur l'éprouvette. Aux 
andes déformations on prend pour diagramme réel la droite C’D’. Au lieu de la 
roite C’D’, on pourrait, avec la même approximation, mener une courbe 
variant continôment et tangente à la courbe OD. 
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La propriété d’un matériau de présenter de grandes déformations 
résiduelles sans rupture est appelée plasticité. La propriété de plasti- 
cité est primordiale pour les opérations technologiques telles que 
l’emboutissage, l’étirage, le tréfilage, le pilage, etc. La plasticité 
s'exprime par l'allongement 6 à la rupture. Plus 6 est grand, plus 
le matériau est plastique. Parmi les matériaux les plus plastiques, 
on a le cuivre recuit, l’aluminium, le laiton, l’acier doux, etc. Moins 
plastiques sont le duralumin et le bronze, et la plupart des aciers 
alliés sont peu plastiques. 
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Le contraire de la plasticité est la fragilité, qui est la propriété 
d'un matériau de se détruire sans passer par des déformations rési- 
duelles notables. Les matériaux doués de cette propriété sont dits 
fragiles. L'allongement à la rupture de ces matériaux ne dépasse 


[0] 


al 
Fig. 55 Fig. 56 


pas 2 à 5 %, voire même une fraction de 4 %. Se rapportent aux maté- 
riaux fragiles la fonte, l’acier à haute teneur en carbone pour outil- 
lage, le verre, la brique, les pierres, etc. 

Le diagramme de traction des matériaux fragiles n’a pas de palier 
d'écoulement et de zone d'’écrouissage (fig. 55). La résistance à la 
traction des matériaux très fragiles coïncide en fait avec la limite 
d'écoulement. 

Les matériaux plastiques et les matériaux fragiles se comportent 
aussi différemment à l'essai de compression. Comme on l’a déjà 
dit, l'essai de compression se fait sur des éprouvettes cylindriques 
courtes placées entre deux plaques parallèles. Le diagramme de com- 
pression de l'acier doux a l’allure de la courbe de la fig. 56. Ici, 
comme pour la traction, on relève un palier d'écoulement suivi d’une 
zone d’écrouissage. Après quoi, cependant, la charge ne décroît pas, 
comme pour la traction, mais croît rapidement. Ceci résulte de ce 
que la section droite de l’éprouvette comprimée s’accroît ; l'éprouvet- 
te elle-même prend, par suite du frottement sur ses champs, une for- 
me de tonneau (fig. 57). 

On n'arrive pratiquement pas à détruire un matériau plastique. 
L'éprouvette cylindrique s'aplatit en feuille mince (fig. 57) et l’ex- 
périence est limitée par les possibilités de la machine. Aussi ne peut- 
on trouver une résistance limite à la compression pour un tel maté 
riau (cf. tableau 1). 

Tout autre est le comportement des matériaux fragiles lors des 
essais de compression. Leur diagramme de compression conserve 
les particularités qualitatives du diagramme de traction (cf. fig. 55). 
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La résistance limite à la compression d’un matériau fragile se défi- 
nit de la même manière que pour la traction. La destruction de l'é- 
prouvette s'opère avec formation de failles dans des plans inclinés 
ou longitudinaux (fig. 58). 

La comparaison de la résistance limite 
des matériaux fragiles lors de la traction 
ot et lors de la compression oc. montre 
que ces matériaux possèdent, en général, 
de meilleures caractéristiques lors de la 
compression. Le rapport 


Gt 


Oc 
varie pour la fonte entre 0,2 = 0,4. Pour 
les matériaux céramiques k — 0,1 - 0,2. 

Pour les matériaux plastiques, la com- 
paraison des caractéristiques de résistance 
de traction et de compression se fait au 
moyen de la limite d'écoulement (66,t 
ct Ge.<). On admet que G6,t © O6,c- ; 

Certains matériaux supportent de plus grandes charges à la trac- 
tion qu’à la compression. Ce sont d’ordinaire des matériaux à struc- 
ture fibreuse: bois et certaines matières plastiques. 

La classification en matériaux plastiques et fragiles est conven- 
tionnelle non seulement par suite de l'absence de discontinuité pour 


la caractéristique 6 lorsqu'on passe des uns aux autres. Selon les 
conditions d’essai, nombre de matériaux fragiles peuvent se conduire 
comme des matériaux plastiques et vice versa. 

Ainsi, une éprouvette en fonte subissant un essai de traction dans 
un milieu ambiant de haute pression (p > 4000 atm) se casse par 
striction. Nombre de roches soumises à la pression des couches 
supérieures subissent des transformations plastiques lors des glis- 
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sements de l’écorce terrestre. Une éprouvette de matière plastique 
comportant une rainure annulaire (fig. 59) se casse comme un maté- 
riau fragile, étant donné que dans la section affaiblie l'apparition 
des déformations plastiques de glissement dans les plans inclinés 
est rendue difficile. 

Les propriétés de plasticité et de fragilité dépendent beaucoup 
de la durée de la charge et de la température. Lorsqu'on charge rapi- 
dement les propriétés de fragilité sont plus prononcées, et lorsque 
les charges sont durables ce sont les propriétés de 
plasticité, qui prédominent. Ainsi, le verre, qui est 
fragile, présente une déformation résiduelle à la tempé- 
rature ambiante lorsqu'il est soumis pendant un temps 
prolongé à une charge. Les matériaux plastiques, tel 
l'acier doux, manifestent des propriétés de fragilité 
lorsqu'ils sont soumis à des chocs. 

L'une des principales opérations technologiques 
permettant de modifier dans le sens voulu les propriétés 
du matériau est le traitement thermique. Il résulte, par 
exemple, du tableau { que la trempe accroît considéra- 
blement la résistance de l'acier mais affaiblit sa plas- 
ticité. Pour la plupart des matériaux d'usage courant en 
constructions mécaniques, on connaît très bien les 
régimes de traitement thermique leur conférant les Fig. 59 
propriétés mécaniques requises. 

L'essai de traction et de compression des éprouvettes donne une 
appréciation objective des propriétés du matériau. Toutefois, dans 
la production, pour le contrôle rapide de la qualité des pièces fa- 
briquées, cette méthode présente de gros inconvénients dans une série 
de cas. Ainsi, il est difficile de contrôler par des essais de traction 
et de compression la bonne qualité du traitement thermique des 
produits finis. Il faudrait pour un tel contrôle, pour chaque lot 
de pièces, fabriquer un certain nombre d'« échantillons-témoins » 
passant par toutes les phases du traitement thermique des pièces, 
puis les soumettre à des essais de traction et de compression pour 
déterminer les caractéristiques mécaniques du lot fini. Un tel 
procédé alourdirait la production et réduirait la rapidité du 
contrôle. 

Aussi, en pratique, a-t-on habituellement recours à l'appréciation 
comparative des propriétés du matériau par essai de dureté. 

La dureté est la propriété d'un matériau de s'opposer à la péné- 
tration mécanique d’autres corps. Il est entendu qu’une telle défi- 
nition de la dureté répète virtuellement la définition des propriétés 
de résistance. Lorsqu'on enfonce un objet pointu dans un matériau, 
il se produit des déformations plastiques locales qui, lorsqu'on fait 
croître les forces, se traduisent par une destruction locale. Aussi 
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l'indice de dureté est-il lié aux indices de résistance et de plasticité 
et dépend-il des conditions concrètes de la conduite des essais. 

Les essais les plus courants sont les essais de dureté Brinell et 
Rockwell. Dans le premier cas on enfonce dans la pièce étudiée une 
bille d'acier de 10 mm de diamètre, et dans le second une pointe 
de diamant. On juge de la dureté du métal d’après les dimensions 
de l'empreinte. Un laboratoire d'essais dispose habituellement d’une 
table de conversion, établie expérimentalement, à l'aide de laquelle 
on peut approximativement déterminer la résistance limite du maté- 
riau en fonction des indices de dureté. 


$ 18. Influence de la température et du facteur temps 
sur les caractéristiques mécaniques du matériau 


Tout ce qu’on a dit plus haut sur les propriétés des matériaux 
concernait les essais dans des conditions normales, c’est-à-dire à 20 °C 
et pour des vitesses de variation relativement petites pour les charges 
et les allongements, ces essais étant faits avec des machines ordi- 
naires. On prend pour vitesse normale de déformation la grandeur 


de s 1 
=0,01 à 3. 


L'intervalle de températures dans lequel travaillent réellement 
les matériaux de construction est bien plus large que celui desdites 
conditions normales. Certains matériaux sont soumis à des tempé- 
ratures considérables, telles les chambres de combustion des moteurs 
à réaction et des fusées. Dans d’autres constructions, au contraire, 
les températures de service sont très basses, tels les éléments de machi- 
nes à froid et les récipients contenant des gaz liquides. 

Dans de larges limites varient également les vitesses de mise en 
charge et la durée d’action des forces extérieures. Il y a des charges 
variant très lentement et des charges variant très rapidement. 
Certaines charges agissent pendant des années, d’autres sont très 
fugitives, leur durée d’action n’étant que de quelques millionièmes 
de seconde. 

Il est clair qu’en fonction des circonstances mentionnées les 
propriétés mécaniques des matériaux se manifesteront différemment. 

Une analyse générale des propriétés d’un matériau tenant compte 
de la température et du temps est très complexe et ne peut pas être 
représentée par des courbes simples obtenues expérimentalement, 
tels les diagrammes de traction. La relation fonctionnelle entre les 
quatre paramètres ©, &, la température {° et le temps # 


f(c,e,t,t)=0 
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n’est pas univoque et contient sous forme compliquée des relations 
différentielles et intégrales portant sur ces grandeurs. 

Comme dans le cas général on n'arrive pas à donner une repré- 
sentation analytique ou graphique de cette fonction, on ne tient 
compte actuellement de l'influence de la température et du facteur 
temps que pour des classes particulières de problèmes. La classifi- 
cation se fait principalement selon le type des forces extérieures. 
On ‘distingue des charges variant lentement, vite et très vite. 

Les principales charges étudiées en résistance des matériaux 
sont des charges à variations lentes ou statiques. La vitesse de 
variation de ces charges est si petite que l'énergie cinétique commu- 
niquée aux particules qui se déplacent dans le corps en déformation 
constitue une infime partie du travail des forces extérieures. En d’au- 
tres termes, le travail des forces extérieures se transforme uniquement 
en énergie potentielle d’élasticité, ainsi qu'en énergie calorifique 
irréversible résultant des déformations plastiques du corps. L'essai 
des matériaux dans des conditions dites normales s’opère sous l’ac- 
tion de charges statiques. 

Si l’on fait des essais de traction à différentes températures tout 
en restant dans les limites des vitesses de déformation # normales » 


( = 0,01 — 32) , on peut obtenir dans un intervalle déterminé 


une dépendance entre les caractéristiques mécaniques et la tempé- 
rature. Cette dépendance résulte de la variation due à la tempéra- 
ture des forces intra et intercristallines et, dans certains cas, des 
variations structurales du matériau. 

On a montré (fig. 60) la dépendance en fonction de la tempéra- 
ture du module d’élasticité E, de la limite d'écoulement 66,4 de la 
résistance limite o. et de l'allongement à la rupture 6 pour l'acier 
doux dans l'intervalle de O à 500 °C. Comme on le voit sur les courbes 
données, le module d’élasticité ne dépend pratiquement pas de la tem- 
pérature jusqu’à 300 °C. Plus importantes sont les variations de 0: 
et, notamment, de 6, l’acier devenant plus fragile (l'allongement 
à la rupture diminue). Lorsque la température continue à croître, 
on voit apparaître les propriétés plastiques du matériau et les indices 
de résistance du matériau décroissent rapidement. 

La tendance à la fragilité aux hautes températures caractérise 
principalement l'acier doux. Les aciers alliés et les alliages de métaux 
non ferreux ont leur 6 qui croît en général d’une manière monotone, 
Ge,+ et 04 présentant une telle décroissance monotone. On a repré- 
senté (fig. 61) les courbes correspondantes pour l’acier au chrome- 
manganèse de marque 30X/CA. 

Plus la température est élevée, plus les caractéristiques mécani- 
ques d’un matériau sont difficiles à déterminer. Ceci non seulement 
parce que les difficultés techniques de l'expérience augmentent, 
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mais aussi parce que les caractéristiques elles-mêmes sont moins 
bien déterminées. Lorsqu'il y a charge statique, à partir de certaines 
températures, l'influence du facteur temps est plus prononcée. Pour 
certains matériaux ceci se manifeste à des températures moindres, 

pour d’autres à des températures 
is EM plus élevées. L'influence du facteur 
temps s'exprime aussi aux tempéra- 
wws tures normales. Toutefois, on peut 


L4-10% 


5 
(l 180 200 00 40°C 200 4 100 200 500 400 500 600 Wie 
Fig. 60 Fig. 61 


en faire abstraction pour les métaux. Mais pour certains matériaux 
organiques, même aux basses températures, la durée de la charge 
et de l’essai influe notablement sur les grandeurs des caractéristi- 
ques à déterminer. 

La variation dans le temps des déformations et des contraintes 
apparaissant dans une pièce chargée porte le nom de fluage. 

Un cas particulier du fluage est la croissance des déformations 
irréversibles à contrainte constante. Ce phénomène est appelé réac- 
tivité. Une illustration de ce phénomène est l'augmentation des dimen- 
sions d’un disque ou des pales d’une turbine à gaz sous l’action de 
forces centrifuges intenses et de hautes températures. Cet accroisse- 
ment des dimensions est irréversible et se manifeste habituellement 
au bout d’un grand nombre d'heures de travail. 

Une autre manifestation particulière des propriétés de fluage 
est la relaxation — variation temporelle spontanée des contraintes 
à déformation constante. La relaxation peut être observée notamment 
sur l'exemple du relâchement du serrage des boulons travaillant 
dans des conditions de hautes températures. 

Expérimentalement, c'est la réactivité qu'on observe le plus 
simplement. Si l’on charge une éprouvette par une force constante 
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(fig. 62) et si l'on observe la variation de sa longueur à température 
constante, on peut obtenir le diagramme de la réactivité (fig. 63), 
montrant l'alluré de la déformation en fonction du temps pour 
diverses contraintes 0. 

Comme on le voit sur ces courbes, les déformations croissent 
d’abord très rapidement. Puis le processus se stabilise et les déforma- 
tions croissent à vitesse constante. 
Avec le temps, il apparaît un col sur 
l’éprouvette, de même que pendant un 
essai ordinaire. Un peu avant la rup- 
ture, il y a accroissemient rapide 
des déformations locales par suite de 
la diminution de la section. A des 
températures plus élevées, la variation 
des déformations dans le temps est 
plus rapide. Pour un matériau donné, 
“on peut, à l'aide des méthodes de 
la théorie du fluage, reconvertir les 
diagrammes de réactivité en diagram- 
mes de relaxation. D'ailleurs, ces 
derñiers peuvent être déduits expéri- 
mentalement. Il est vrai qu'il faut 
un appareillage plus complexe, car, 
conservant l'allongement de l’éprou- 
vette, on doit mesurer la variation 
de la force d'extension. 

L'allure des diagrammes de relaxa- 
tion, donnant les contraintes en fonc- 
tion du temps, est représentée 
fig. 
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64. 
Parmi les différents types de Fig. 62. 
charges statiques variant (lente- 
ment) dans le temps, une place particulière reviént aux charges à va- 
riations périodiques ou charges cycliques. Les questions de résistance 
des matériaux dans de telles conditions de charge constituent une 
section spéciale et sont liées à des notions d'endurance et de fatigue. 
Ces questions seront examinées en détail au chap. XIII. 

Après les charges statiques, considérons la classe de charges 
variant rapidement ou charges dynamiques. 

Il y a deux manières d’évaluer de telles charges. D'une part, on 
considère que la charge varie rapidement si elle communique des 
vitesses notables aux particules du corps en déformation, ces vites- 
ses étant telles que l'énergie cinétique totale des masses en mouve- 
ment constitue une partie importante du travail total des forces 
extérieures. D'autre part, la vitesse de variation de la charge peut 
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être liée avec la vitesse d'évolution des déformations plastiques. 
On peut considérer que la charge varie rapidement si pendant la 
durée de la charge du corps les déformations plastiques n'ont pas 
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le temps de se former complètement. Ceci a une influence notable 
sur le caractère des dépendances observées entre les déformations 
et les contraintes. 

Le premier critère dans l’évaluation des charges variant rapide- 
ment est principalement utilisé lors de l'analyse des questions d'os- 
cillations des corps élastiques (cf. chap. XV), le second, lors de l’étu- 
de des propriétés mécaniques des matériaux lorsqu'il y a déformation 
rapide. 

Il est tout à fait évident que, les déformations plastiques n'ayant 
pas le temps de s’opérer complètement quand la charge est rapide, 
le matériau devient plus fragile lorsque la vitesse de déformation 
croît et 6 décroît. Comme le glissement des particules de l'éprouvette 
dans les plans inclinés s'opère difficilement, la charge de rupture 
doit croître quelque peu. On illustre ce qui vient d'être dit en com- 
parant les diagrammes de traction quand les variations des forces 
sont lentes et rapides (fig. 65). 

La vitesse de déformation joue particulièrement aux hautes tem- 
pératures. Dans un métal chauffé on découvre déjà pour des 
vitesses de mise en charge relativement petites la tendance à la 
croissance de ©, et à la décroissance de 6. 

Le dernier des trois types de charges considérés est constitué 
par les charges variant très rapidement dans le temps. Leur vitesse 
de variation est si grande que le travail des forces extérieures passe 
presque intégralement sous forme d'énergie cinétique des particules 
mobiles du corps, et l’énergie des déformations élastiques et plasti- 
ques est relativement petite. 

Il apparaît des charges à variations extrêmement rapides lorsque 
des corps se mouvant avec des vitesses de plusieurs centaines de mè- 
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tres par seconde entrent en collision. On a à considérer de telles char- 
ges lorsqu'on étudie la résistance à la perforation des blindages, 
évalue l'effet destructif d’une onde d'explosion, étudie le pouvoir 
de perforation de la poussière cosmique rencontrant un vaisseau 
cosmique. 

Etant donné que l'énergie de déformation d'un matériau dans 
des conditions de très grandes vitesses de mise en charge est relati- 
vement petite, les propriétés du matériau en tant que corps solide 


Fig. 65 


ont, dans le cas présent, une importance secondaire. Au premier 
plan apparaissent les lois du mouvement du milieu facilement défor- 
mable (presque liquide), et les questions de l’état et des propriétés 
physiques dans les nouvelles conditions jouent un rôle particulier. 
Par conséquent, les problèmes liés aux très grandes vitesses de mise 
en charge ne relèvent pas de la résistance des matériaux, mais de la 


physique. 


$ 19. Coefficient de sécurité 


A l’aide d'essais de traction et compression on peut obtenir les 
principales données sur les propriétés mécaniques d’un matériau. 
Reste à résoudre la question de l’utilisation des résultats obtenus 
dans les calculs pratiques de résistance des constructions mécaniques. 

Comme il a déjà été dit au $ 7, la méthode de calcul selon les 
contraintes admissibles est la plus fondamentale et la plus répandue. 
Conformément à cétte méthode, le calcul de la résistance se fait 
à partir de la contrainte maximum ©, engendrée en un certain 
point de la construction chargée. La contrainte omarest appelée 
contrainte maximum de travail. Elle ne doit pas dépasser une 
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valeur déterminée liée au matériau donné et aux conditions de tra- 
vail de la construction. 

On fait le calcul à partir des contraintes admissibles selon le 
schéma : 


(4 
Omax =, 


Oz étant une certaine contrainte limite pour le matériau donné et 
r un nombre plus grand que un appelé coefficient de sécurité. On 
a parfois à vérifier le projet d’une construction. Ses dimensions sont 
connues et ont été adoptées pour des raisons d’exploitation ou des 
raisons technologiques. Le calcul se fait à des fins de contrôle. On cal- 
cule alors la quantité onax et on détermine la grandeur du coeffi- 
cient de sécurité: 


Si ce coefficient convient au constructeur, on estime que la véri- 
fication est positive. 

Lorsqu'une construction est dans sa phase de projet et que certai- 
nes dimensions caractéristiques doivent être désignées directement 
à partir des conditions de résistance, on se donne 7 à l’avance. La 
dimension cherchée se détermine par la condition: 


Omax <[O} 
où 
Car 


Cette grandeur est la contrainte admissible. 

Reste à savoir quelle est la contrainte limite (w.) qu'il faut adop- 
ter et comment il faut choisir n. 

Pour éviter dans une construction en service l'apparition de défor- 
mations résiduelles notables, on confond habituellement o; pour 
les matériaux plastiques avec la limite d'écoulement. Alors la con- 
trainte de travail maximum est la n-ième partie de Ge,1 (fig. 66). 
On désigne dans ce cas le coefficient par »4 et on l'appelle coefficient 
de sécurité par rapport à l'écoulement. Pour les matériaux fragiles 
et, dans certains cas, pour les matériaux modérément plastiques, 
on confond 6, avec la résistance 0:. On a alors: 


ot 
Omax 


n'= 


, 


n* étant le coefficient de sécurité par rapport à la résistance limite. 
Le choix de n est imposé par un certain nombre de considérations 
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qui, le plus souvent, ne relèvent pas du cours de résistance des maté- 
riaux. 

En premier lieu, le coefficient de sécurité ne saurait être désigné 
sans tenir compte des conditions concrètes de travail de la construc- 
tion à calculer. En fait, le coefficient n est déterminé par l’expérien- 
ce acquise par la création dans le passé de constructions analogues 


6 


Fig. 66 


et par le niveau de la technique à l’époque donnée. Chaque branche 
de la technique a déjà ses traditions, ses exigences, ses méthodes et, 
enfin, ses calculs spécifiques, ce qui indique le coefficient de sécu- 
rité. Ainsi, lors du projet de constructions de bâtiments stationnaires 
calculées pour de grandes durées de service, on prend des coefficients 
de sécurité relativement élevés (n* — 2 = 5). Dans la technique 
aéronautique, où de sérieuses restrictions de poids sont imposées, les 
coefficients de sécurité sont déterminés par rapport à la résistance 
limite et s'expriment par 1,5 = 2. Vu l'importance des constructions 
dans ce domaine de la technique, il est devenu d'usage d'effectuer 
obligatoirement des essais statiques de divers ensembles ainsi que 
d'appareils volants tout entiers pour la détermination directe des 
charges limites. 

Le choix du coefficient de sécurité dépend des méthodes de calcul 
des contraintes, du degré de précision de ces méthodes, des consé- 
quences entraînées par la destruction de la pièce. 

Le coefficient de sécurité dépend aussi des propriétés du matériau. 
Dans le cas d’un matériau plastique, le coefficient de sécurité par 
rapport à la limite d'écoulement peut être plus petit que pour le 
calcul d'une pièce en matériau fragile. Ceci est assez évident, puis- 
qu'un matériau fragile est plus sensible à différentes détériorations 
accidentelles et à des défauts inattendus de production. En outre, 
un accroissement accidentel des contraintes dans un matériau 
plastique n’entraînerait que de petites déformations résiduelles, 
alors qu'un matériau fragile serait immédiatement détruit. 
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TORSION 


$ 20. Cisaillement pur et ses particularités 


Par l'exemple de la traction et de la compression, on a mis en évi- 
dence quelques-unes des plus importantes propriétés de l'état de 
contrainte. Lors de la traction, en fonction de l'orientation des élé- 
ments plans, des contraintes normales et tangentielles apparaissent 


Fig. 67 Fig. 68 


sur les faces du rectangle élémentaire délimité (cf. fig. 33).Ces der- 
nières, quelle que soit la grandeur des contraintes normales, obéis- 
sent à la loi de parité (cf. $ 12). 

Supposons maintenant qu'on ait un état de contrainte tel que 
seules apparaissent sur les faces du rectangle découpé des contraintes 
tangentielles + (fig. 67). Un tel état de contrainte est appelé cisaille- 
ment pur *. 


* Une définition plus rigoureuse du cisaillement por sera donnée au 
chap. VII ($ 51), s'appuyant sur la théorie générale de l'état de contrainte. 
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Le plus simple pour réaliser un cisaillement pur homogène est 
de charger une plaque encastrée dans un cadre rigide articulé (fig. 68). 
Pour tous les points de la plaque les contraintes tangentielles + 
seront évidemment 


T = TD , 

à étant l'épaisseur de la plaque. Exception sera faite d’une zone 
étroite adjacente au cadre. Dans cette zone l’état de contrainte n'est 
pas un cisaillement pur. Néanmoins, en vertu du principe de Saint- 
Venant, les écarts portent un caractère local et la zone de leur pro- 
pagation est petite en comparaison des dimensions globales de la 
plaque contrainte. 

Un second exemple illustrant l’état de cisaillement pur homo- 
gène sera donné par un tube à parois minces chargé par des moments 


li. 1m LE 


Fig. 69 


appliqués aux champs (fig. 69). Ici et dans la suite, pour le distin- 
guer du moment intérieur, le moment extérieur sera désigné par M. 

La grandeur de la contrainte x se détermine à partir des condi- 
tions d'égalité du moment des forces intérieures uniformément répar- 
ties dans la section droite et du moment M: 


m 
= RS ? (2.1) 


R étant le rayon du tube et 6 son épaisseur. 
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Voyons maintenant comment varient pendant un cisaillement 
pur les contraintes en fonction de l'orientation des plans sécants. 
A cet effet, découpons dans la plaque à l’état de cisaillement pur 
un prisme triangulaire élémentaire ABC (fig. 70). 

Sur les faces AB et BC seules apparaissent, par hypothèse, des 
contraintes tangentielles +. Sur la face AC, en fonction de l’angle a, 


P 
———_—> 


€ _8 2 


on peut avoir aussi bien une contrainte normale que tangentielle. 
Désignons-les respectivement par 04 et Ta. 

Projetons toutes les forces agissant sur le prisme sur les axes n et £. 
Il résulte des conditions d'équilibre: 


o,.4AC=TABsina-TtBCcosa; 
teAC = TAB cos a — TBC sin «. 


Les segments AB et BC sont liés à AC par les relations: 
AB=ACcosa, BC—=ACsina. 
Donc, 
Ca =TSin2&æ, Ta=TcCos 2a4. 


Lorsque « — O0 et « — 90° les contraintes &, et t, reprennent 
les mêmes valeurs que pour les plans initiaux, soit o, — 0 et t, = 
— 71. Lorsque & — 45° les contraintes tangentielles sont t = 0 
et la contrainte normale ©, — =. Par conséquent, si l’on découpe 
un élément rectangulaire dans la plaque dont les côtés sont tournés 
de 45° par rapport aux plans initiaux, seules des contraintes normales 
agiront sur les côtés, ces contraintes comprimant l'élément selon 
deux côtés parallèles et l’étirant selon deux autres côtés. Par consé- 
quent, un cisaillement pur peut être représenté comme une traction 
et une compression simultanées suivant deux axes perpendiculaires 


(fig. 71). 
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Considérons les déformations pendant un cisaillement. La con- 
trainte tangentielle + est liée à la déformation angulaire + par la 
relation (1.13) 


t=Gy, 


G désignant, comme on sait (cf. $ 12), la quantité Ts me 


Par suite de déformations angulaires, il y a distorsion de la 
plaque (fig. 68), et les bases du tube (fig. 69) tournent l'une par rap- 
port à l’autre d’un angle q. Le caractère des déplacements engendrés 
est montré fig. 72 avec 


l 
P =+ . (2.2) 


Lorsqu'il y a cisaillement pur, ainsi que lors de la traction (et, 
d’ailleurs. pour tout état de contrainte), il y a accumulation d’éner- 
gie potentielle d’élasticité dans le corps déformé. Il est facile de 


ot 
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LR 


Fig. 71 


calculer cette énergie en considérant la variation de la forme d’un 
élément rectangulaire de dimensions dr, dy et d'épaisseur 6 (fig. 73). 

Convenons que la face inférieure soit fixe. Alors, lors du dépla- 
cement de la face supérieure la force tdxô effectue un travail sur 
le déplacement ydy. Comme la force varie proportionnellement au 
déplacement. son travail est représenté par la moitié du produit 
tdzô -ydy (cf. $ 10). 

Par conséquent, l'énergie potentielle de déformation accumulée 
dans l'élément est égale à: 


dU = À y dr dyd. 


Si l’on rapporte l'énergie à l’unité de volume, il vient : 
dU 1 
Uo= = 
Exprimons y en fonction de + en utilisant la loi de Hooke. Alors : 


Uo= +. (2.3) 
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La grandeur U, 
de cisaillement. 


sn est appelée énergie potentielle spécifique 


Fig. 72 


De même que pour les essais de traction et compression, on peut 
essayer un matériau dans des conditions de cisaillement pur. Le plus 
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commode à cet effet est de soumettre à l'essai le tube à parois minces 
(fig. 74). 
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Fig. 74 


Si pendant l'essai on mesure le moment M et l'angle de rotation 
réciproque relatif à la longueur !, on peut construire pour cette 
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éprouvette le diagramme M — f (q). Par la suite, en vertu des ex- 
pressions (2.1) et (2.2), ce diagramme se rapporte facilement aux 
variables + et y. Ainsi peut être obtenu le diagramme de cisaillement 
d’un matériau + — f (y). 

La comparaison du diagramme de cisaillement et du diagramme 
de traction d’un seul matériau montre leur parenté qualitative. 
Le diagramme de cisaillement possède également une zone élastique, 
une zone d'écoulement et une zone d'écrouissage. 

D'une manière analogue à la traction, on pourrait introduire 
pour le cisaillement les caractéristiques : limite de proportionnalité 
au cisaillement, limite d’élasticité, limite d'écoulement, etc. Autre- 
fois, lorsque l'étude de la mécanique des corps déformables était 
à ses débuts, on procédait ainsi. Cependant, par la suite, il a été 
établi que les caractéristiques de cisaillement sont liées à celles 
de traction. Aujourd’hui, la théorie de la plasticité (cf. chap. XII) 
permet de construire théoriquement le diagramme de cisaillement 
d’après le diagramme de traction, ainsi que d'exprimer toutes les 
caractéristiques de cisaillement en fonction des caractéristiques 
mécaniques de traction qui nous sont déjà connues. Exactement 
de la même manière, les contraintes admissibles et les coefficients 
de sécurité lors d’un cisaillement pur peuvent être reliés aux grandeurs 
correspondantes de la traction simple. Ces questions seront examinées 
en détail au chap. XII. 
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La torsion est une charge telle que dans les sections droites de la 
barre seul apparaît un moment de torsion. Les autres facteurs de 
force (moments fléchissants, force normale et effort tranchant) sont 
nuls. 

Pour le moment de torsion, quelle que soit la forme de la section, 
on a adopté la règle des signes qui suit. 

Si un observateur regardant la section droite du côté de la nor- 
male extérieure voit le moment Miors dirigé dans le sens inverse 
des aiguilles d’une montre, on considère que le moment est positif. 
Il est affecté du signe moins s’il est dirigé dans l’autre sens. 

On a montré fig. 75 une barre chargée en ses extrémités par des 
moments M. Si l’on regarde le plan À du côté de la normale exté- 
rieure (du côté du point C), on voit que le moment Mrs est dirigé 
dans le sens des aiguilles d'une montre. Donc, Miors est négatif. 
On arriverait au mème résultat en regardant le plan B à partir du 
point C. 

On se sert de la règle des signes mentionnée lors du tracé des 
épures des moments de torsion. On a représenté fig. 76 quelques exem- 
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ples de charge d’une barre par des moments extérieurs. Pour ces 
moments on a recours à la notation conventionnelle par deux petits 
cercles. Le cercle marqué d’un point indique que la force est dirigée 
sur l'observateur et le cercle marqué d’une croix indique que la force 
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s'éloigne de l'observateur. On a représenté fig. 76 les épures corres- 
pondantes des moments de torsion. Les moments positifs sont repor- 
tés en haut. 
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Fig. 76 


Lors du calcul d'une barre travaillant en torsion. on a à résoudre 
deux problèmes fondamentaux. On doit déterminer les contraintes 
dans la barre et les déplacements angulaires en fonction des moments 
extérieurs. Ces problèmes se traitent différemment selon la forme 
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de la section droite de la barre. La solution s'obtient le plus facile- 
ment lorsque la section est circulaire, ainsi que pour une large classe 
de barres à parois minces. 

On peut concevoir comme suit le mécanisme de la déformation 
d'une barre circulaire ; nous admettrons que, sous l'action de moments 
extérieurs, chaque section droite de la barre tourne dans son plan 
d’un certain angle comme un tout rigide. Cet angle de rotation est 
différent pour différentes sections. L'hypothèse qui vient d'être 
formulée est justifiée par des considérations générales rationnelles 
sur le caractère des déplacements engendrés. 

L'ultime critère de validité de telle ou telle hypothèse est l'ex- 
périence. Ayant établi une formule, il faut tout d abord comparer 
les résultats du calcul avec l'expérience, et si la concordance est 
bonne, l'hypothèse est acceptable. Dans notre cas, l'hypothèse adop- 
tée est appelée hypothèse des sections planes. 

Disons que le problème de la torsion d'une barre peut être résolu 
non seulement par les méthodes de la résistance des matériaux, mais 
aussi par celles de la théorie de l’élasticité sans adoption d’hypothè- 
ses, à part la continuité de la structure de la matière. La solution 
ainsi obtenue montre que la section droite circulaire de la barre 
reste effectivement plane et tourne comme un tout rigide. Seules 
des contraintes tangentielles apparaissent dans les sections droites. 

Retournons à la barre à section circulaire chargée en ses bouts 
par deux moments (cf. fig. 75). 11 apparaît dans les sections droites 
de cette barre un moment de torsion constant: 


Mtors = D. 


Découpons, par deux plans normaux, un élément d'épaisseur dz 
et découpons dans cet élément par deux surfaces cylindriques de 
rayons p et p + dp une bague élémentaire, montrée fig. 77. 

La base droite de cette bague tourne pendant la torsion de l’an- 
gle dy. La génératrice AB du cylindre tourne alors d'un angle yet 
vient en AB". : 

Le segment BB’ est égal, d'une part, à pdg et, d'autre part, à ydz. 
Par conséquent, 


d 
vod. 
L'angle y n'est autre que l'angle de glissement de la surface 
d® 


cylindrique. La quantité == est habituellement désignée par 8, 


d 
<=, (2.4) 


et on l'appelle angle relatif de torsion. C'est l'angle de la torsion réci- 
proque de deux sections divisé par leur distance. La quantité 8 est 


6* 
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analogue à l'allongement relatif de traction ®. Introduisant la 
notation 6, on obtient: 


v=p8 (2.5) 
En vertu de la loi de Hooke pour le cisaillement : 
r— Gp, (2.6) 


+ représentant les contraintes tangentielles engendrées dans la section 
droite de la barre. Leurs contraintes conjuguées apparaissent dans 
les plans axiaux (cf. fig. 77). 


Fig 77 


Les forces élémentaires tdF (fig. 78) créent un moment de tor- 
sion : 
Mtors = f vp dF. 
F 


L'intégration est étendue à toute la section droite F. 
Substituant à t dans l'intégrale son expression (2.6), il vient : 


= 


More = C8 | p'uF. 
F 


L'intégrale ( p?dF représente une caractéristique purement géo- 


e 


F 
métrique et est appelée moment d'inertie polaire de la section: 


f pdF=J, cmt. (2.7) 
F 
On obtient donc: 


Miors = GJ 0 
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ou 


Mt 
0—— "218 G Cr ; (2.8) 
Le produit GJ, est appelé la rigidité à la torsion de la barre. 

On détermine facilement l’angle de Fotétion réciproque des sections 
e en fonction de l'angle relatif 6,. En vertu des expressions (2.4) 


et (2.8), 


M d: 
dp= = — (2.9) 
d'où 
l 
M dz 
p= [ Fe, (2.10) 


0 


l étant la distance entre les sections dont on détermine l'angle de 
rotation réciproque œ. 

Si le moment de torsion ne varie pas le long de la barre, Miors = 
= M, et si la rigidité est constante, on a: 


SR! 
P=TT (2.11) 
Retournons maintenant à l'expression (2.6). Eliminons 6: 
ton? , (2.12) 
P 


Par conséquent, les contraintes tangentielles dans la section 
droite sont réparties selon une loi linéaire et elles sont maxima aux 
points les plus éloignés de l’axe de la barre (fig. 79). Alors, 


r __ MtorsPmax 
mg, + 
La quantité . 
Jh 
s 
re =W, cm (2.13) 
est appelée module de résistance polaire. On a en définitive: 
Taax = FE (2.14) 


Les formules (2.11) et (2.14) sont fondamentales pour le calcul 
de la torsion d’une barre circulaire. Elles sont valables aussi bien 
pour les sections circulaires pleines que creuses. 

Déterminons à présent les grandeurs des caractéristiques géométri- 
ques de la section J, et W,. A cet effet, substituons dans l’expres- 
sion (2.7) au lieu de dF l'aire de l'anneau 2xp dp (cf. fig. 78). ë la 
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D 
2 
J p— 2x i p°dp, 
0 
D étant le diamètre de la section, ou bien 
Jp. (2.15) 
Si la barre est creuse et son diamètre intérieur est d (fig. 80), 
on a: 


Sd 
v 
Il 

D 
a 

CO CT O ESS 

LA 
S 


ou 


(2.16) 


Conformément à ces expressions on détermine le module de résistance 
polaire W, [cf. formule (2.13)]. 


Pour une section pleine 


Wy= 2 0,21, 


(2.17) 
pour une section annulaire (arbre creux) 


W,&0,2D: (1-5). (2.18) 
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Ainsi donc, il résulte des expressions (2.11) et (2.15) que, le 
moment de torsion étant donné, les déplacements angulaires de l'ar- 
bre sont inversement proportionnels à la quatrième puissance du 
diamètre. Pour ce qui est de la contrainte maximum, en vertu des 
expressions (2.14) et (2.17), elle est inversement proportionnelle 
au cube du diamètre D. 

Les contraintes tangentielles dans les sections droites de la barre 
sont dirigées en chaque point perpendiculairement au rayon corres- 
pondant p. Il résulte de la condition de parité que des contraintes 
identiques sont engendrées dans les sections longitudinales de la 
barre (fig. 81). La présence de ces contraintes se manifeste, par exem- 
ple, lors des essais de torsion d’éprouvettes de bois. 

Le bois dénote, comme on le sait, des propriétés d'élasticité et de 
résistance foncièrement anisotropes. Il se casse assez facilement 
le long des fibres. Aussi la rupture d'une éprouvette de bois lors 
de la torsion se manifeste-t-elle par la formation de failles longitudi- 
nales (fig. 82). 

Si l’on découpe par deux couples de sections axiales et droites 
dans une barre travaillant en torsion un élément ABCD montré 
fig. 83, on ne découvre sur ses champs que des contraintes tangen- 
tielles. Ainsi, tous les éléments de la barre se trouvent pendant la 
torsion à l’état de cisaillement pur, de même que lors de la torsion 
d’un tube. Là, cependant, le cisaillement pur n’est plus homogène, 
étant donné que t varie radialement. 

Nous savons déjà du paragraphe précédent que si l’on change 
l'orientation des sections en les tournant de 45° dans le plan du cisail- 
lement, on ne trouve dans les nouveaux éléments que des contraintes 
normales, de même grandeur que t. En outre, l’une d'elles allonge 
et l’autre comprime. 

D'après ce qui vient d’être dit, il apparaît sur les champs de l’élé- 
ment A,B;C,D, découpé dans la barre au moyen de sections héli- 
coïdales formant un angle de 45° avec les génératrices des contraintes 
normales, représentées fig. 83. 

Ceci peut être illustré par le caractère de la rupture d'éprouvettes 
fragiles lors de la torsion. Les matériaux fragiles se détériorent 
habituellement selon leur surface de contraintes de traction maxima. 
Si l’on soumet à un essai de torsion une éprouvette en matériau 
fragile, par exemple en fonte, la rupture s'opère sur une surface 
TR complexe, lieu des contraintes de traction maxima 
(fig. ù 

L'existence de contraintes de traction et de compression sur 
des plans inclinés pendant la torsion peut être illustrée encore autre- 
ment. On porte sur la surface latérale d'un cylindre en matière plas- 
tique (fig. 85) un grand nombre de petits cercles. Lors de la torsion 
du cylindre les cercles se transforment en ellipses dont les axes prin- 
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cipaux font un angle de 45° avec les génératrices. Il y a eu allongement 
selon les grands axes des ellipses et contraction selon les petits axes. 

L'énergie potentielle de déformation accumulée dans une barre 
lors de sa torsion se détermine comme pour la traction. Considérons 
un élément de barre soumis à la torsion de longueur dz (fig. 86). 
L'énergie élastique accumulée dans cet élément de barre est égale 
au travail des moments M:crs appliqués aux bases: 


dU = + M tors d@ 


dg étant l’angle de rotation réciproque des sections. Le coefficient + 
provient encore de ce que le moment M:,., est en raison de d. 


Fig. 85 


Substituons dans l'expression obtenue celle de dp donnée par 
la formule (2.9). Alors: 
Miorad 
L'énergie potentielle dans toute la barre se détermine par inté- 
gration de l'expression (2.19) sur la longueur de la barre: 


l 
More 
U— Î en. (2.20) 


Si le moment Mtors ne varie pas le long de la barre et si la 
rigidité est constante, alors Mtors = D et 


Considérons quelques exemples. 


Exemple 2.1. Le moment transmis par un arbre est 3% — 1000 kgf-m 
On demande de déterminer le diamètre de la section droite pour les qe cas 


suivants : a) cylindre circulaire plein ; b) tube de diamètre intérieur (2 _ 5? 
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Comparer les deux sections du point de vue de la dépense de métal. La contrain- 
te admissible est [t] = 600 kglle 2, 
D'après la formule (2.14) pour les deux sections: 


Pour la section pleine, en vertu de l'expression (2.17), 
Ds = 19 = 833 cms; D=9,43 cm. 


Pour la section creuse, on déduit de l’expression (2.18) : 


167 __20% em; D=12,7 cm. 
0,2 (1-7) 

La dépense de métal est en raison de l'aire de la section droite. Dans 
le premier cas : 7 


=——— = 3 
F Z 69,8 cm 


DS = 


et dans le second : Le A 
ŒÆ— _—— | — 2 
Fe (1-5) = 294 cms. 


Ainsi, la section creuse est plus économique et dans le cas donné (avec 


Es = 3) le poids est réduit de plus de moitié. 

Le fait qe l'arbre creux soit plus avantageux apparaît clairement lorsqu'on 
se l'épure des contraintes dans la section de l'arbre (fig. 87). Dans 
la partie axiale de la section pleine le maté- 
riau est relativement peu contraint et il est 
incomplètement utilisé. Dans le cas de la section 
creuse les contraintes sont réparties plus unifor- 
Den (fig. 87) et le matériau est plus 
utilisé. 


rapporte 


Exemple 2.2. Construire l'épure des 
moments de torsion, des contraintes et des 
angles de rotation pour l'arbre de la fig. 88,a. 

Le système est hyperstatique du 1°" degré. 
Résolvons d'abord le système hyperstatique. 
A cet effet, faisons abstraction de l’encastre- 
ment gauche et remplaçons son action sur 
l'arbre par le moment M4 (fig. 88,b). Ce 
Tone se Here Le ” onOn que 

’angle de rotation du cham aucbe par rap- 
Fig. 87 port au champ droit est nul. pe 
L'angle de rotation de la section À peut 
être exprimé comme la somme algébrique des snale de rotation réciproques 
des champs dans les portions AB, BC, CD et DE. 
D'après la formule (2.11), on a respectivement pour ces portions: 


Mal , (Ma—M)t Ma —M)t , (Ma—5M)A 
FO Te OT Po iGn  V Gly à 
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GJ, étant la rigidité sur la portion de diamètre D et GJ; la rigidité répon- 
dant au diamètre 2D. 
On a évidemment, 


GJh=1667 
Compte tenu de cette relation, on trouve: 
9 
Da 


Il est maintenant facile de construire l'épure des moments de torsion 

ie: 88,c) et de déterminer par la formule (2.14) t,,- dans toutes les sections 
e l'arbre (fig. 88,4). 

Lors de l'étude de l'épure des contraintes, il faut avoir en vue que dans 

les zones de fixation de l'arbre et d'application des moments extérieurs, la loi 


2 

16 

gai 10 ML 
OS PRE 9m 


CD 


Fig. 88 


effective de la répartition des contraintes dans la section s’écarte de la loi linéai- 
re trouvée. Toutefois, en vertu du principe de Saint-Venant, la dérogation a un 
caractère local et elle n’a pratiquement pas lieu sur l'axe au-delà de la longueur 
d'un diamètre. 


92 Torsion [ch. 11 


Trouvons les angles de rotation des sections. Dans la première portion, 
l'angle de rotation de la section située à la distance z, de l'encastrement est : 


_ Mazs _ IMzs 
PB GI, 1CIp 

Cette dépendance est représentée par une droite sur l’épure de œ (fig. 88,e). 
On a pour :;=2l: 

p=-82 

1767, ‘ 

Sur la deuxième portion on ajoute à cet angle la quantité 

(M à — M) 22 

ET 


32 étant compté du bord gauche de cette portion. Ainsi se construit de proche 
en proche l'épure de la fig. 88,e. 
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La détermination des contraintes dans une barre non circulaire 
est un problème assez difficile qui ne peut pas être résolu par les 
méthodes de la résistance des matériaux. La raison est que, pour une 


c 
CE 
Fig. 89 


section non circulaire, l'hypothèse simplificatrice de la conservation 
des sections planes, introduite antérieurement, est inacceptable. 
Les sections de la barre s’incurvent notablement et on a une image 
foncièrement différente de la répartition des contraintes dans la 
section considérée. 

On a montré fig. 89 à titre d'exemple la forme d’une barre rectan- 
gulaire tordue. On a fait préalablement sur la surface de la barre 
un réseau rectangulaire serré, qui s’est déformé en même temps que 
les particules superficielles du métal. Les lignes transversales du 
réseau se sont notablement courbées, ïl en est donc de même des 
sections droites de la barre. 

Nous ferons part des considérations générales sur les lois de répar- 
tition des contraintes dans les sections droites non circulaires et 
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nous donnerons les formules prêtes obtenues par les méthodes de la 
théorie de l'élasticité pour les formes de sections droites les plus 
fréquentes. 

En premier lieu, on établit assez facilement que les contraintes 
tangentielles pour les points des sections droites situés au voisinage 
du contour sont forcément dirigées selon la tangente à l’arc du con- 
tour. 

En effet, supposons qu'au point À (fig. 90) la contrainte tangen- 
tielle + au voisinage du contour fasse un certain angle avec le con- 
tour. Décomposons cette contrainte en ses deux composantes: 


Fig. 90 Fig. 91 


{t) selon la tangente au contour et (+,) selon la normale. En vertu 
de la condition de parité, il doit apparaître sur la surface libre de la 
barre une contrainte tangentielle t} — 1,. Mais la surface extérieure 
n’est soumise à aucune charge et elle n’est sollicitée par aucune 
force extérieure, hormis la pression atmosphérique. Ainsi, th = 0. 
Donc, tr, = 0, et la contrainte tangentielle + au voisinage du contour 
doit être dirigée selon la tangente au contour. 

D'une manière tout à fait analogue, on peut montrer que si la 
section droite présente des angles extérieurs, les contraintes tangen- 
tielles en ces points s’annulent. Décomposant la contrainte t au 
voisinage de l'angle (fig. 91) en ses deux composantes selon les norma- 
les aux côtés de l’ angle, on obtient les contraintes +, et Tt.,. Comme 
les contraintes conjuguées +1! et t; sont nulles, les contraintes rt, 
et T. le sont également. Par conséquent, au voisinage d’un angle 
en il n'y a pas de contrainte tangentielle dans une section 

roite. 

Ce qui vient d'être dit rend relativement compréhensibles les 
épures de répartition des contraintes tangentielles dans la section 
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rectangulaire montrée fig. 92. Comme on le voit, les contraintes 
sont nulles dans les angles, et les contraintes maxima se manifestent 
dans les milieux À des grands 
côtés : 


Ta=Tmar= Hem, (2.21) 
Au point B 


TB = max) (2.22) 

a étant la longueur et b la lar- 
geur du rectangle. 

Les coefficients & et n dépen- 


dent du rapport = des côtés. 


Leurs valeurs sont données dans 
le tableau 2. 
Le déplacement angulaire est : 


Fig. 92 p= Te : (2.23) 


Le coefficient B est également fonction du rapport _ . Ses valeurs 


numériques sont données dans le tableau 2. 
Tableau 2 


2 8 


1 | 1,5 


a/b 


1,75 


0 
0,307 
0,74210,74210,742 


Pour la section elliptique (fig. 93) les contraintes maxima apparaissent 
aux extrémités À du petit axe: 


2M. 
TA = Tmax — ES ; 


les contraintes aux points B sont: 
‘5 bat ? 


a et b étant les demi-axes de l'ellipse. 
Le déplacement angulaire pour une barre de section elliptique a pour 
expression : Gi 


PT na 
an 
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Dans le cas d'une section en forme de triangle équilatéral de côtés a, 
les contraintes sont maxima aux milieux des côtés et sont égales à : 


+ < tors 
Max — as e 
Le déplacement angulaire est alors: 
= I 
ya - : 
G ET a 
Généralisant ces formules, on peut dire que pendant la torsion : 
M 1 
Tmax = We , (2.24) 
mm! 
GI. , (2.25) 
ainsi que 
Mtors = GJ 78. (2.26) 


L'énergie potentielle accumulée dans une barre soumise à la torsion s'écrit, 
en vertu de la formule (2.20), 


(2.27) 


Wr et Jr étant des facteurs géométriques dépendant de la forme de la section. 
Ils sont donnés dans le tableau 3 (pages 106-107). Pour une section circulaire 


A 


CA 
À \ nn EEE) 


Fig. 93 


B 


Wr et Jr coïncident respectivement avec W, et J,, c'est-à-dire avec le module 
de résistance points et le moment d'inertie polaire (concurremment à tors, 7 
en indice symbolise partout par la suite torsion). 


$ 23. Notion sur l’analogie de membrane 


Etant donné que la solution analytique de la torsion d'une barre 
à section non circulaire est d’une certaine complexité, force a été 
de créer des méthodes indirectes pour l'étude de cette question. 
Parmi elles, la méthode des analogies vient en tête. 
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Dans les problèmes de mécanique, souvent des problèmes foncière- 
ment différents quant à leur essence physique se ramènent aux mêmes 
équations différentielles. Alors une analogie peut être établie entre 
ces problèmes. On peut, sans résoudre une équation, dire, par exem- 
ple, que les variables z, et y, d’un problème sont reliées par la même 
relation que celle entre les variables Za et Ya d’un autre problème. 
On dit alors que la variable z, est l’analogue de la variable x, et 
que y, est l’analogue de y4. Il est souvent difficile dans un problème 


Dr 
Fig. 94 


de se représenter le lien entre deux variables x, et y, sans. avoir réso- 
lu les équations correspondantes, alors que le contenu physique d’un 
second problème admet une interprétation simple du lien entre x, 
et y,. Dans ce cas, l’analogie établie permet de se représenter claire- 
ment les lois du premier problème. 11 en est notamment ainsi du 
problème de la torsion. Il apparaît que, quelle que soit la forme de 
la section étudiée, le problème de la torsion d’une barre se ramène 
à la même équation différentielle que le problème de l'équilibre 
d’une membrane tendue sur un contour identique et chargée par une 
pression uniforme. L’analogue de la contrainte est ici l'angle entre 
la tangente à la surface de la membrane et le plan du contour, et 
l’analogue du moment de torsion, le volume compris entre le plan 
du contour et la surface de la membrane. 

On peut toujours se représenter le caractère de la déformation 
de la membrane résultant de la pression, ne serait-ce qu’approxi- 
mativement. Par conséquent, on peut toujours se faire une idée 
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de la loi de la répartition des contraintes quand on soumet une barre 
de section donnée à la torsion. 

Soit, par exemple, à établir la loi de la répartition des contrain- 
tes dans la section représentée fig. 94. Imaginons que l’on ait tendu 
sur le contour donné une 
membrane chargée par une 
pression uniforme. Représen- 
tons quelques coupes de la 
membrane. Conformément 
aux angles de pente de la 
membrane on représente ap- 
proximativement. la réparti- 
tion des contraintes dans la 
section (fig. 94). 

L'analogie de membrane 
fournit non seulement des 
relations qualitatives, mais 
aussi quantitatives. Onutili- 
se à cet effet un appareil 
spécial simple, que l'on a 
représenté fig. 95. Il com- 
prend une table mobile Z sur 
laquelle on a placé une boîte 
plate 2 avec une membrane 
mince de caoutchouc tendue 
3. On applique supérieure- 
ment sur la membrane un 
couvercle 4 dans lequel on a 
découpé une ouverture ayant 
la forme de la section à étu- 
dier. Sur la fig. 95 cette 
ouverture est rectangulaire. 
La boîte est mise en commu- 
nication par sa partie infé- 
rieure avec un tube 5 relié à 
un manomètre en verre 6. 
Soulevant le tube, on élève la pression sous la membrane de caou- 
tchouc et cette dernière se déforme. Il est facile de mesurer les défor- 
mations de la membrane. On se sert à cet effet du micromètre verti- 
cal 7. On relève les coordonnées des points de la membrane en dépla- 
çant la table longitudinalement et transversalement. Une fois les 
déformations trouvées, on peut déterminer les angles formés par les 
tangentes à la surface de la membrane. 

Si l’on fabrique un bouchon ayant le forme de la section étudiée 
et si l’on bouche l'ouverture dans le couvercle de la boîte, la mem- 


71-522 


Fig. 95 
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brane s’aplanit, chassant le liquide se trouvant sous elle. D'après 
le niveau du liquide dans le tube en verre on détermine alors le 
volume compris entre la membrane déformée et le plan sous-tendu. 
Ce volume est, comme on l'a déjà dit, l'analogue du moment de 
torsion. 

Selon l'épaisseur de la membrane et l'intensité des forces de 
tension les déformations et les volumes seront différents. Pour éli- 
miner l'influence de la rigidité de la membrane, en même temps que 
la section étudiée, on fait sur le même appareil la mesure d’une 
membrane circulaire. Dans le cas d’une barre circulaire on peut 
déterminer la rigidité et les contraintes par le calcul. Aussi est-il 
possible, en comparant les résultats de mesure, de trouver les caracté- 
ristiques cherchées pour la section donnée en fonction des caracté- 
ristiques de la section circulaire par raison de proportionnalité. 

Ainsi, le facteur géométrique de rigidité J- de la section étudiée 
[cf. formule (2.25)] est déterminé par la relation: 


LE PERL 
75 Vi 
J, = Le étant le moment d'inertie polaire du cercle, D le diamètre 


de la membrane circulaire, V et V, les volumes délimités par la 
membrane pour la section étudiée et la section circulaire pour une 
seule et même pression. 

On détermine d'une manière analogue le facteur géométrique 
W+ lcf. formule (2.24)]: 


Wr — %0 max 
Wh max 
W, = ee étant le module de résistance polaire de la section circu- 


laire, Gmax €t Go max les angles de pente maxima de la tangente 
à la surface de la membrane pour la section étudiée et la section cir- 
culaire, les mesures étant faites pour des volumes identiques déli- 
mités par la membrane. 

L'analogie considérée n’est pas la seule. On peut proposer pour 
le problème de la torsion de la barre d’autres analogies, résultant, 
par exemple, de lois hydrodynamiques d'écoulement. En théorie 
de l'élasticité, lors de la résolution de certains problèmes, on se 
sert aussi d’analogies électrostatiques, les lois de répartition des 
contraintes dans un corps élastique étant établies en mesurant 
l'intensité du champ électrique en divers points de la région étudiée 
du modèle. 
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$ 24. Torsion d’une barre à parois minces 


En constructions mécaniques, notamment en constructions aéro- 
nautiques, on a souvent à calculer des barres à parois minces tra- 
vaillant en torsion. On a montré fig. 96 des formes types de profilés 
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laminés courbés, étirés ou pressés. La caractéristique géométrique 
des barres à parois minces est que leur épaisseur est bien moindre 
que les autres dimensions linéiques. 

On distingue les profilés minces fermés et ouverts. Ainsi, les 
quatre premiers profilés de la fig. 96 sont ouverts et les trois autres 
fermés. 

Le plus simple pour établir le caractère de la répartition des 
contraintes dans la section droite d’une barre à parois minces est 
de recourir à l’analogie de membrane. Imaginons une ouverture en 
forme du profil à étudier pratiquée dans une plaque sur laquelle 
on a tendu une membrane. Si l'on applique à la membrane une charge’ 
uniforme, elle se déformera, mais différemment, selon que le profil 
est fermé ou ouvert. Cette différence est représentée fig. 97. Dans 
le cas d’un profil fermé, le domaine intérieur du contour ne commu- 
nique pas avec le domaine extérieur et il se décale sous l'effet de la 
pression (fig. 97,b). Ceci prédétermine la différence qualitative entre 
la forme d’une membrane pour des profils fermés ou ouverts. 

Pour un profil ouvert, l'angle de pente est maximum aux extré- 
mités du segment normal (fig. 97,a), le signe de l'angle changeant 
à peu près au milieu de l'épaisseur. On peut admettre avec un grand 
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degré de précision que les contraintes dans l'épaisseur d’un profil 
ouvert sont réparties linéairement. 

Pour un contour fermé l’angle de pente de la membrane varie 
peu dans l’épaisseur, et on peut poser que les contraintes sont uni- 
formément réparties dans l'épaisseur (fig. 97,b). 


ô ô 
Membrane 
ô Membrane à 
Contraintes Contraintes 
m/s EEE 
Fig. 97 


Passons à l'établissement des formules de calcul. Commençons 
par le profil ouvert. Il suffit évidemment que la forme de la membra- 
ne (fig. 97,a) et, par conséquent, les contraintes dans la barre ne 
varient pas fortement lorsqu'on redresse le profil. En d’autres termes, 
les contraintes dans un profil ouvert curviligne seront à peu près 
les mêmes que dans le profil droit. Mais alors on peut utiliser les 
formules de calcul données plus haut 
pour une section rectangulaire avec un 
grand rapport des côtés. 

Se référant aux formules (2.21), (2.23) 


et au tableau 2, on a pour _ = ©! 


Tmax = Ier , (2.28) 
3! 
pP— COS , (2.29) 


6 étant l'épaisseur du profilé (petit côté 
du rectangle), et s la longueur du contour 
Fig. 98 de la section droite (le grand côté du 
rectangle). 

Les formules ainsi établies sont générales, quelle que soit la forme 

du profil, pourvu que ce dernier puisse être développé en rectangle. 
Lorsque le profil mince ouvert est composé, comme, par exemple, 
celui de la fig. 98, et qu'il ne peut être redressé en rectangle mince, 
on procède comme suit: on considère que le moment Miss est la 
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somme des moments dans différentes portions. Alors, en vertu de la 
formule (2.29), 


M= More = D (6351 + Ba + » + Ba) 
et . 
3m! 
PT GG FT... On) | (90) 
Il est facile d'établir à l’aide de l’analogie de membrane que les 
contraintes maxima apparaissent dans la portion d'épaisseur maxi- 
mum Omar. Pour cette portion, que nous affecterons de l'indice à, 
les formules (2.28) et (2.29) sont vraies: 


__  _ 3Mh _3Mil 
Ti Tmax — Ss , ” Gôts ’ 


Mi étant le moment de torsion relatif à la i-ieme portion et 
le déplacement angulaire, le même pour toutes les portions. 
Eliminant M, de ces expressions, on trouve: 


ô 
Ti = Tmax = GE , 


ou, compte tenu de l'expression (2.30) : 


= 3M tors0max 
nr: ET: 7T ET US De 

La méthode exposée de détermination des contraintes dans un 
profil ouvert est approchée, puisqu'on fait abstraction des contrain- 
tes locales accrues aux angles internes du profil polygonal. Plus le 
rayon du congé (raccordement) est petit, plus les contraintes locales 
sont grandes. C’est ce qu'illustre clairement l’analogie de membra- 
ne (fig. 99). L’angle de pente local & au point À est plus grand 
qu'aux autres points du contour intérieur. Pour éviter les trop gran- 
des contraintes, on arrondit les angles intérieurs des profilés. 

Considérons à présent la torsion d’une barre dont la section 
droite est un profil mince fermé (fig. 100). 

Découpons dans la barre un prisme élémentaire de longueur az. 
La dimension du prisme dans la direction de l’arc du contour, c'est- 
à-dire la distance entre les points Z et 2, est arbitraire. 

Soit 6, l'épaisseur du contour au point Z et 6,, au point 2. Dési- 
gnons respectivement par 1, et t. les contraintes dans la section droite. 
Comme il a déjà été établi, ces contraintes sont réparties uniformé- 
ment dans l'épaisseur du contour. Il apparaît dans les sections longi- 
tudinales des contraintes conjuguées t, = T, et T, = Te. 

Etablissons pour l'élément choisi l’équation d’équilibre en pro- 
jetant toutes les forces sur la direction de la barre. Il est évident que: 


Ti: dz = Tod dz. 
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Fig. 100 


Fig. 101 
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Comme les points Z et 2 sont choisis arbitrairement, on a tô — 
= Cte. 

Par conséquent, le produit tô ne varie pas le long du contour 
fermé. Là où le profil est plus fin, la contrainte s'accroît en consé- 
quence. 

Exprimons le moment de torsion en fonction de la contrainte +. 
Pour cela, prenons sur le contour un segment élémentaire de longueur 
ds (fig. 101). Le moment de la force +ô ds par rapport à un point 
arbitraire O est égal à 1ô dsOA. Alors: 


Miors = [ 00 A ds. 
8 


Or, le produit tô est constant le long du contour. Donc: 
Mion = 18 | OA ds. 
L] 


Le produit OA ds représente le double de l’aire du triangle OBC, 
et l’intégrale de ce produit le long du contour fermé donne le double 
de l’aire délimitée par la ligne moyenne du contour. Désignons cette 
aire par F* à la différence de F. 


Ainsi, 
Mtors = TÔ2F*. 


La contrainte maximum est : 


M 
Tmax = a Fe (2.32) 


Reste à déterminer le déplacement angulaire @ pour la barre 
à parois minces à profil fermé de la section droite. Faisons-le en 
comparant l'énergie potentielle de la barre, exprimée d'abord en 
fonction de + et puis en fonction du moment extérieur M. 

Reprenons l'expression de l'énergie potentielle spécifique de 
cisaillement (2.3): 


Ur - 
L'énergie accumulée dans le volume élémentaire de dimensions 
ds, dz, Ô est égale à: 
ce 
dU = 77 à dz ds. 
On doit intégrer cette expression sur la longueur de la barre / 


et sur l'arc du contour fermé. Si la barre est homogène en lon- 
gueur, alors : 


l ITr203 ds. 
= | Vers 
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Cette dernière intégrale dépend de la loi de variation de l’épais- 
seur le long du contour et représente une caractéristique géométrique 
de la section. 

Tenant compte que 


M. m 
rô = The —5Fe A 


on a: 
y = 2! | ds 
” 8GFe3 ) à 
L3 


Par ailleurs. l'énergie U peut être exprimée en tant que travail 
du moment extérieur 3 sur l'angle de rotation p: 


1 
U=— D. 


Egalant les deux expressions 
de l'énergie, on trouve: 


M (ds 
P—Zrs) 5 : 
8 


Si l'épaisseur à ne varie pas 
le long de l'arc, on a: 


Ris 
P—ZGFeS (2-33) 


s étant la longueur du contour 
fermé. 


Fig. 102 Exemple 2.3. Déterminer la 
contrainte et le déplacement angu- 
laire dans un tube à paroi mince formé par enroulement d'une tôle 
(fig. 102), dans les deux cas suivants: 
a) les bords de la tôle sont libres (fig. 102,a) ; 
b) les bords de la tôle sont rivés (fig. 102,b). 
Comparer les contraintes et les angles de rotation des sections. 
Dans le premier cas, le profil de la section doit être considéré comme ouvert. 
Faisant abstraction de la zone de recouvrement du profil, on a d’après les for- 
mules (2.28) et (2.29): 


EE 3m _ 3 
8 ape Gris: 
Dans le second cas le profil est fermé. On trouve d’après les formules 
(2.32) et (2.33) : 
m œ% MinD 
ape, ? 7 [ADE\2, 
2 0 46(%) 6 


T= 
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Pour mieux faire ressortir la comparaison, considérons les rapports des 
contraintes et des angles : 


Ainsi, le rapport des contraintes est de l'ordre de _ et celui des angles de 


rotation de l'ordre de a . Mais, comme la paroi est mince, D doit être beaucoup 


plus grand que 6. Par conséquent, le profil fermé est essentiellement plus résis- 
tant et encore plus rigide que le même profil ouvert. 


Exem ê le 2.4. Le moment % et les dimensions géométriques étant les 
mêmes que da 
(fig. 102.b). 


ns l'exemple précédent, trouver la force agissant sur un rivet 


Fig. 103 Fig. 104 


Découpons dans le tube la bande rivetée (fig. 103). 
La force agissant sur les rivets le long de la génératrice est: 


P=Tôl, 
or, m 
T= 
a? , 

2 7 
donc, es 
JR! 

P= AD : 


S’ilyan rivets, l’effort sur un rivet sera + P. 


Il résulte du schéma de force (fig. 103) qu'en l'absence de rivets les bords 
de la tôle glisseraient le long de la génératrice. La section droite sortirait alors 
de son plan initial et il se produirait ce qu'on appelle un gauchissement. La 
limitation du gauchissement augmente la rigidité et la résistance de la barre. 
Lorsque pour des raisons d'exploitation, de montage ou de construction on 
doit utiliser des profils ouverts, on s'efforce d'imposer des limitations locales 
au gauchissement. Ainsi, on a montré fig. 104 une barre à profil mince ouvert, 
dont on a limité le gauchissement au moyen d'un encastrement rigide et de 
deux bandes transversales. La torsion est alors dite génée. Cette question sera 
examinée au chap. XI. 
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Suite du tableau 38 


Section Wr Jr 


Profil ouvert 
& 
col 
@ 
2 
121 


Jr_ 


Sections minces 
Profil composé 
a 
CS M 3 


Profil fermé 


On a donné dans le tableau 3 pour des barres de différentes sec- 
tions les facteurs géométriques W- et J- intervenant dans les formules 
des contraintes et des angles de rotation: 


Tmax = Wr ? PGI 


Chapitre III 


CARACTÉRISTIQUES GÉOMÉTRIQUES DES SECTIONS 
DROITES D'UNE BARRE 


$ 25. Moments statiques d’une section 


Quand on résout des problèmes de flexion, on doit opérer avec 
les caractéristiques géométriques des sections droites d’une barre. 
Ces caractéristiques s'appliquent principalement dans le domaine 
des problèmes de flexion et, en vertu de leur caractère d'application 
limitée, elles ne sont pas étudiées dans le cours de géométrie. On les 
étudie d'ordinaire dans le cours de résistance des matériaux. Le 
présent chapitre est consacré à cette question. | 

Considérons une section droite d’une barre (fig. 105). Rapportons- 
la à un système de coordonnées x, y et considérons les deux intégra- 
les suivantes: 


S:= ( ydF, 
F 

5,= f 248, (3.1) 
F 


l'indice F dont est affecté le signe d'intégration signifiant que l’inté- 
grale est étendue à toute la section. Chacune des intégrales est une 
somme de produits d’aires élémentaires dF par la distance à l'axe 
correspondant (zx ou y). 

La première intégrale s'appelle moment statique de la section 
relativement à l'axe z, et la seconde relativement à l’axe y. 

La dimension du moment statique est cms. 

Lorsqu'on transporte parallèlement les axes, les grandeurs des 
moments statiques varient. 

Considérons deux couples d’axes parallèles z,, y, et ze, y2. 

Soit b la distance entre les axes z, et z, et a la distance entre 
les axes y, et y, (fig. 106). Supposons connus l'aire de la section F 
et les moments statiques par rapport aux axes < et y, c'est-à-dire 
Sx et Sn. On demande de déterminer S,, et 
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Il est évident que 
T=%L—4, 
Ya = Yi — 0. 
Les moments statiques cherchés seront égaux à” 


LEE Î (i—b)dF. 
F 


Sn= | (&1—0)dF, 
F 
ou 
Sas = S x EE bF, 
S y2 = S nu aF . 
Par conséquent, lorsqu'on transporte parallèlement les axes, 


le moment statique varie d’une quantité égale au produit de l'aire 
F par la distance entre les axes. 


Fig. 105 Fig. 106 


Considérons en détail, par exemple, la première des expressions 
obtenues : 


La quantité b peut être quelconque, positive comme négative. 
Aussi peut-on toujours la choisir (d'ailleurs d’une façon unique) 
de sorte que le produit bF soit égal à S,.. Alors, le moment statique 
Sx, par rapport à l’axe x, s'annule. 

Un axe par rapport auquel le moment statique est nul est appelé 
axe central. Il est unique dans une famille d’axes parallèles, et la 
distance à cet axe d’un certain axe z, arbitraire est: 


F (3-2) 
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D'une manière analogue, pour l'autre famille d'axes parallèles : 


S 
a=n= 7 . (3.3) 


Le point d'intersection des axes centraux s'appelle centre de 
gravité de la section. Par rotation des axes, on peut montrer que le 
moment statique relativement à n'importe quel axe passant par le 
centre de gravité est nul. 

Il n’est pas difficile d'établir l'identité de la définition donnée 
du centre de gravité et de la définition usuelle en tant que point 
d’app'ication de la résultante des forces de pesanteur. Si l’on assi- 
mile la section considérée à une plaque homogène, la force de pesan- 
teur de la plaque en chaque point sera proportionnelle à l'aire élé- 
mentaire dF, et le moment des forces de pesanteur par rapport à un 
certain axe sera proportionnel au moment statique. Ce moment 
des forces de pesanteur par rapport à un axe passant par le centre 
de gravité est nul. Par conséquent, s’annule aussi le moment stati- 
que par rapport à l’axe central. 

Les expressions (3.2) et (3.3) permettent de déterminer le centre 
de gravité connaissant les moments statiques et, inversement, de 
trouver les moments statiques connaissant le centre de gravité. 


Considérons quelques exemples simples. 


Exemple 3.1. Trouver à quelle distance de la base se trouve le centre 
de gravité du triangle (fig. 107). 


Fig. 107 


Déterminons d’abord le moment statique du triangle par rapport 
à l'axe z1: 
Sa= | ueF. 


L'aire élémentaire est dF —c dy. On déduit de la similitude des triangles: 
c=b Rk=y 
h L 


» étant la base du triangle et h sa hauteur. 
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Par conséquent, 


h 
b 
Sa = f (h—y1) vidys. (3.4) 
0 


On trouve après intégration : 


(cf. fig. 107). 


’ Exemple 3.2. Déterminer le centre de gravité de La section composée 
(fig. 108). 

Découpons la section en trois figures élémentaires: triangle, rectangle et 
demi-cercle. Choisissons un système d'axes arbitraire z; et y, et déterminons 


Fig. 108 


les coordonnées du centre de gravité des figures constituantes. Le centre de 
gravité C, du triangle se trouve au tiers de la hauteur à partir de la base. Le 
centre de gravité C: du rectangle se trouve à l'intersection de ses diagonales. 
Le centre de gravité du demi-cercle se trouve sur l’axe de symétrie à la distance 


4e du diamètre vertical (fig. 108). 


3x 
Le plus simple pour l'établir est de partir du théorème de Guldin. Tournant 
le demi-cercle autour de son diamètre. on obtient un corps de révolution: une 
sphère, dont le volume est égal au produit de l'arc 2nc par l'aire du demi-cercle : 
4 ar? 


— 1R3 = LS 
z 4R 2, 
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d'où 
4R 


= 3x , 
On détermine le moment statique de la figure composée comme la somme 
des moments statiques des figures constituantes : 


Sa = Fiÿei + Faye + Faces. 
Ainsi, On a: 


Say = 3 60-30-10+ 30-60-30-+ x 20° 4088 100 mms, 
1 20 fan, 4-20 
Sn= —2 30-60-20+-30-60-15+n %- (30+ LÉ) =35200 mms. 
L'aire de la figure composée est égale à: 
F=+ 60-304 30-60 += 3330 mm. 


Les coordonnées cherchées du centre de gravité dans le système d'ax2s 
z1 et y sont: 
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A titre de complément aux moments statiques, considérons encore 
les trois intégrales suivantes: 


Je=(yar, J,= (mar, Jay zyar, (3.5) 
F F F 


où, comme auparavant, x et y désignent les coordonnées courantes 
de l’aire élémentaire dF dans un système arbitraire de coordonnées 
z, y (cf. fig. 105). 

Les deux premières intégrales sont appelées moments d'inertie 
azxiaux de la section par rapport aux axes x et y. La troisième inté- 
grale est le produit d'inertie de la section par rapport aux axes x, y. 
La dimension des moments d'inertie est cmt. 

Les moments d'inertie axiaux sont toujours positifs, l'aire dF 
étant affectée du signe plus. Le produit d'inertie peut être aussi 
bien positif que négatif, selon la disposition de la section par rapport 
aux axes z, y. 
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Etablissons les formules de transformation des moments d'inertie 
lorsqu'on transporte les axes parallèlement. A cet effet, revenons 
encore à la fig. 106. 

Nous supposerons connus les moments d'inertie et les moments 
statiques par rapport aux axes z,, y,. On demande de calculer les 

. moments d'inertie par rapport aux axes x, et y.: 


Ja= f dr; Je T3 dF; Juy= ( Taÿ2 dF. 
F F F 


Substituant ici 


D=%—0 et ÿ=Y—b, 
il vient : 
Ja= | (1—b) dr, 


FREE Î (z1— a) dr, 
Jan= | (m0 (n-Dar. 
F 


Ouvrant les parenthèses, on a, conformément aux notations (3.1) 


et (3.5): 
Ja=Jn—2$n+08, 
Jyn=Jn—20Sn+ar, | 
J'esve = J'aun — S x — bS y + abF. 


(3.6) 


Si les axes z, et y, sont centraux, on a S,,—=$,,=0 et les 
expressions déduites se simplifient considérablement. Alors, 


Ja =Jn +6, 
Jn=Jn+@r, | (3.7) 
Troy = Jrun + abF. 


Par conséquent, lors du déplacement parallèle des axes (l’un 
d'eux étant central) les moments d'inertie axiaux varient d’une 
quantité égale au produit de l’aire par le carré de la distance entre 
les axes. 

Il résulte des deux premières formules (3.7) que dans une famille 
d’axes parallèles le moment d'inertie est minimum par rapport 
à l’axe central (a — 0 ou b = 0). Aussi est-il facile de se rappeler 
que quand on passe d’axes centraux à des axes quelconques les 
moments d'inertie axiaux croissent respectivement des quantités 
atF et b?F, ces quantités devant être retranchées quand on passe 
d'axes quelconques à des axes centraux. 


8—522 
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Il est un peu plus difficile de déterminer le produit d'inertie. 
Ici il faut avoir en vue que les parties de l’aire comprises dans le 
premier et le troisième quadrant du système de coordonnées z,, y, 
(fig. 109) donnent une valeur positive pour le produit d'inertie, 
alors que les parties se trouvant dans les deuxième et quatrième 
quadrants donnent des valeurs négatives. C'est pourquoi, quand 


Fig. 109 


on transporte les axes, le plus simple pour déterminer le signe du 
terme abF est de considérer quelles sont des quatre aires partielles 
celles qui sont augmentées et celles qui sont réduites. Par exemple. 
si l’on doit passer des axes centraux z,, y, (fig. 109) aux axes z,, y, 
on voit qu'après un tel transport l’aire dans le quatrième quadrant 
augmente considérablement, donc le produit d'inertie diminue. et 
il faut retrancher le produit abF du produit d'inertie Ju. 


Déterminons les moments d'inertie de quelques sections simples par rap- 
port à des axes remarquables. 


Exemple 3.3. Trouver le moment d'inertie d'un rectangle de base b 
. de hauteur h par rapport à la base et à l'axe central parallèle à cette base 
(fig. 110). 

Le moment d'inertie par rapport à l’axe z, est égal à: 


h 
= (tar | van. 
F 0 


ou 
bhS 


J =. 


“1 3 


En se servant de la formule du transport (3.7), on trouve le moment 
d'inertie par rapport à l'axe central : 


h\2 
Je =Tn— (5) F, 
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ou 


Exemple 3.4. Trouver le moment d'inertie du triangle considéré 
pres denÈR (cf. fig. 107) relativement à la base et à l'axe central parallèle 

cette base. 

Pour ne pas refaire les calculs, revenons à l'expression (3.4) du moment 
stats du triangle et remplaçons la quantité y, sous le signe somme par 
y?. Alors, 

Y1 ÿ 


h 
b 
LT Î (h— y) vi dus, 
0 


bh3 
fa 


h 

D'après la formule du transport, on trouve 
le moment d'inertie par rapport à l'axe central 
z (cf. fig. 107): 


ou 
Jr Fig. 111 


Exemple 3.5. Déterminer le produit d'inertie d’un triangle rectangle 
par rapport à ses côtés (fig. 111). 

Découpons un élément d'aire dri, dy, et, fixant y,, déterminons le 
produit d'inertie de la bande AB : 


LA 
ce? 
J'en AB) = y1 dys f 24 de = Vi dyi = 
Û 
Or, 
donc, 


b2 
Jun AB)= 553 3) 1 dur. 
Intégrons cette expression sur y; de 0 à h: 


à 
ba 
Lan 37 [ (h—y3)? y1 dus, 
ù 


ou 
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Passons au système d’axes centraux zy (fig. 111). Quand on passe à ces 
axes, il y a accroissement des aires dans les deuxième et quatrième quadrants, 
ui donnent des valeurs négatives au produit d'inertie. Par conséquent, il 
aut déduire d'après la formule du transport la quantité J,,.,, du produit abF: 


h b 
Ja dJan-s 3 
ou 
b2h2 
AT TR 


. ee produit d'inertie relativement aux axes z, y est, comme on le voit, 
gatif. 


$ 27. Transformations angulaires des coordonnées 
et axes principaux 


Voyons comment varient les moments d'inertie quand on tourne 
le système de coordonnées. 

Supposons connus les moments d'inertie d'une certaine section 
relativement aux axes x, y (non forcément centraux). On demande 


Fig. 112 


de déterminer Ju, Jo et Juv, les moments d'inertie par rapport aux 
axes u. v tournés d’un angle & par rapport au premier système 
(fig. 112). 

Projetons le quadrilatère 0ABCO sur les axes u et v. On trouve 
aisément : 


u=ysina—+zcosa, 
V=yCcoSa— zxsin œ. 
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Dans les expressions: 


et 


éliminons w et v. 11 vient: 


Ji = [ (ycosa—zxsin a) dF, 
F 
J, = | (ysina+zcos a) dF, 


Juo = ( (y cos « — x sin œ) (y sin «+ x cos æ) dF, 
F 


Ju=J,cosa—J,,sin2a+J, sin? a, 
J,=J, sin «+ J,, sin 2a + J, cos? a, 
Jx—J, 


(3.8) 


Juo = Jxy cos 2a + sin 2a. 


Considérons les deux premières expressions. Les ajoutant membre 
à membre, on a: 


Jatdo= a+ Jy= | (+2) 47. 
F 


‘Par conséquent, la somme des moments d'inertie axiaux par rapport 
à deux axes orthogonaux ne dépend pas de l'angle « et est invariante 
lors de la rotation des axes. 

Remarquons qu'on a alors: 


a +y=pt, 


où p est la distance de l'origine des coordonnées à l'aire élémen- 
taire (cf. fig. 112). Par conséquent, 


Jr+dJy=Tp (3.9) 
J, étant le moment d'inertie polaire déjà rencontré : 


Jo= (p*4r. 
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À J'aide de l'expression (3.9), il est facile, notamment, de déter- 
miner le moment d'inertie axial d'un cercle par rapport à son diamè- 
tre. Comme, par raison de symétrie, J, — J,, on a: 


1 
or, J,, nous est connu: 
JE 
PT 39 
par conséquent, pour le cercle : 
aDt 
J.=J, GG . 


Lorsque l'angle de rotation & varie, chacune des quantités J, 
et J, varie et leur somme reste invariante. Par conséquent, il existe 
un angle « pour lequel l’un des moments d'inertie prend une valeur 
maximum, l’autre devenant minimum. 

Dérivant l'expression de J, (3.8) par rapport à & et annulant 
la dérivée, on a: 


2Jxy 
tea (3:10) 

Pour cette valeur de l’angle & l’un des moments axiaux est maxi- 
mum et l’autre minimum. En même temps, le produit d'inertie 
Ju de ce qui résulte immédiatement de la troisième formu- 
e (3.8). 

Les axes par rapport auxquels le produit d'inertie est nul, les 
moments axiaux prenant leurs valeurs extrema, sont appelés ares 
principaur. S'ils sont en outre centraux, on les appelle alors axes 
centraux principaux. Les moments d'inertie axiaux par rapport aux 
axes principaux sont appelés moments d’inertie principaux. 

Déterminons-les. A cet effet, recopions les deux premières formu- 
les (3.8) sous la forme: 


Je+d, Tps 


Ju = Hu cos 2a — J,, sin 2@, 
JELTs fe 
Je + cos 2a + J'y sin 20. 


Tenant compte que 

cos 24 — ue — 
VIF 17 2a 

et 

tg2a 


in 2 = — 
sin cœ Vite 
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éliminons l’angle & à l’aide de l'expression (3.10). Alors : 
Jr+J, Jy—Jx)\? , 
Jmax = us + . ) IS (3.11) 


Le signe + correspond au moment d'inertie maximum et le signe — 
au minimum. Une fois la section dessinée à l’échelle et les axes 


NE ME: 


Fig. 113 Fig. 114 


principaux indiqués sur le dessin, il n’est pas difficile de voir lequel 
des deux axes correspond au moment d'inertie maximum et lequel 
au moment d'inertie minimum. 

Si la section a un axe de symétrie, il sera toujours, évidemment, 
un axe principal (fig. 1143). Le produit d'inertie de la partie de la 
section située d'un côté de l’axe est égal, au signe près, au moment 
d'inertie de l’autre partie. Donc J,, — 0 et les axes x et y sont 
principaux. 


Considérons des exemples de détermination d'axes et de moments d'inertie 
principaux. 

Exemple 3.6. Déterminer les axes centraux principaux et les moments 
principaux du triangle rectangle (fig. 114). 

Pour les axes centraux parallèles aux côtés on a. en vertu de ce qui précède: 
bhs hb3 b2h2 


ee = gr Ju: 
On trouve d'après la formule (3.10) : 
tg 2a= 7 ‘ 


Si h=b,œ=—45°, et l'axe principal coïncide avec l'axe de symétrie du triangle 
isocèle. 
Il résulte de la formule (3.11) que 
bh Re 
Jon TT (624 h2 + V/b5—DhI TA). 
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Exemple 3.7. Déterminer les axes centraux principaux et les moments 


principaux de la section composée (fig. 115). 
On a déjà trouvé le centre de gravité C de cette section. 


120 


Fig. 115 
constituantes les moments d'inertie 


Trouvons pour chacune des fi 
per rapport à un système d'axes arbitraires ziys. 


Triangle : 
J, = 60-307 435 000 mmé—1413,5 cmt, 


x 1 


Rectangle : 
Jay = PSE = 2 180 000 mmt= 216 cmt, 
= 2 = 540 000 mmt—54 cmt. 
Le produit d'inertie du rectangle se détermine en faisant subir une 


translation aux axes: 
pa Jan = Tr tb, 
Jun =0+30-15-30-60 — 810 000 mmt=81 cmt. 
Demt-cercle : ! 
Servons-nous de nouveau de la méthode du transport des axes. Détermi- 
nons d'abord les moments d'inertie par rapport aux axes centraux 22, Ye. 
4 xD4 1404 ” L 
Ta 3 gg 32% — 62800 mm —6,28 cm , 
=J,— ap = 40 [4:20)3 1208 _ és ‘ 
Dre En (SE) = 17 560 mmé = 1,76 cmt, 


Troy = 0 
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Passant aux axes z;y1, on a pour le demi-cercle : 


JL, = 62 800 +402 = 4 068 000 mmé= 107 cé, 
1202 
J'y, = 17 560 + (30 +-c)? —7— = 948 000 mmé=—94,8 cmt, 


1202 
Jun =0+(80+c) 40 ——= 967 000 mmt = 96,7 cmt. 


Faisant la somme des valeurs obtenues des moments d'inertie pour les 
figures constituantes, on trouve les moments d'inertie par rapport aux axes 
Z1ÿ1 pour la section entière : 

J:,=33% cmt, J,—203 cmt, Jun = 164 cmé. 


Passons aux axes z, y en utilisant les coordonnées du centre de gravité C 
trouvé précédemment : 


J,=336—2,653.33,3— 4103 cmé, 

Jy=208—0,9973.33,3— 170 cmt, 

Jry = 164—0,997-2,65.33,3—76,3 cmt. 

D'après la formule (3.10), on trouve: 
ges po = 22 : 
a = 33°10/ 

On a représenté (cf. fig. 115) les axes centraux principaux. On trouve d’après 
la formule (3.11) : 

Jmax = 220 cmt, Jmin = 53,0 cmt. 


L'axe u montré fig. 115 correspond à la valeur minimum du moment 
d'inertie et l'axe v à la valeur maximum. 


Chapitre IV 


FLEXION 


$ 28. Facteurs de force intérieurs engendrés dans 
les sections droites d’une barre en flexion 


On entend par flerion un mode de charge tel qu'il apparaît dans 
les sections droites de la barre des moments fléchissants (cf. $ 3). 
Si le moment fléchissant dans la section est l'unique facteur de force, 


Fig. 116 


les efforts tranchants et la force normale n’existant pas, la flexion 
est dite pure. Cependant, le plus souvent, il apparaît également 
dans les sections droites d'une barre, en même temps que les moments 
fléchissants, des efforts tranchants. On dit alors, qu’on a une flexion 
simple. La classification des types de flexion se fait aussi selon 
d’autres critères, dont nous verrons quelques-uns par la suite. 
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Une barre travaillant principalement en flexion est appelée 
poutre. 

Pour pouvoir s'orienter convenablement dans les questions liées 
aux calculs d’une barre en flexion, il faut, en premier lieu, apprendre 
à déterminer les lois de variation des facteurs de force intérieurs, 


Fig. 117 


c'est-à-dire à construire les épures des moments fléchissants et des 
efforts tranchants. Considérons quelques exemples caractéristiques 
et établissons les règles indispensables. 

On a représenté fig. 116,2 une poutre simple à deux appuis chargée 
par une force P. Rappelons une fois encore que le schéma représenté, 
ainsi que tous ceux qui ont été considérés et qui le seront par la suite, 
a été obtenu comme le résultat d'opérations liées au choix d’un 
schéma de calcul (cf. $ 2). Au schéma de la poutre à deux appuis se 
ramènent un grand nombre de constructions, par exemple les poutres 
du pont roulant représenté fig. 117. 

L'analyse des forces intérieures commence habituellement par la 
détermination du système complet des facteurs de force extérieurs. 
Dans notre cas il faut déterminer les réactions des appuis. Conformé- 
ment aux lois de la statique: 


Pb 
Pas as 
__ Pa 
Ts 


(cf. fig. 116). 

Coupons par la pensée la poutre en deux parties au point C à la 
distance z de l'appui gauche (fig. 116). Pour que chacune des deux 
parties soit en équilibre, il faut appliquer à la section C une force 
Q et un moment Mn... Ces facteurs de force se déterminent des con- 
ditions d'équilibre d’une des parties de la poutre. On a démontré 
au $ 3 que la grandeur des forces intérieures ne dépend pas du choix 
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de la partie (gauche ou droite) pour laquelle les conditions d'équilibre 
sont écrites (fig. 116,c). Dans notre cas, il est plus commode de con- 
sidérer la partie gauche. 

Si l'on prend la somme des moments de toutes les forces agissant 
sur la partie gauche de la barre par rapport à l’axe central transversal 
dans la section C et. si l’on annule cette somme, on obtient : 


Mtiex = PAZ. 


S'il s’exerçait à gauche de la section C non pas une force unique, mais 
plusieurs forces, on déterminerait le moment fléchissant Me, dans 
la section comme la somme des moments de ces forces. Par consé- 
quent, le moment fléchissant dans la section peut être considéré comme 


y j Ordonnée -vers Le haut 
" ë ( \ 
€ CO% ) ET 
Z Ordonnee - vers le bas 
Fig. 118 Fig. 119 


la somme des moments par rapport à l'axe transversal de la section 
de toutes les forces situées d’un même côté de cette section. Par la 
suite, pour éviter de surcharger les figures illustrant l’équilibre des 
parties coupées d’une barre, c'est précisément ainsi que nous défi- 
nirons le moment fléchissant. 

On définit le signe du moment fléchissant d’après la courbure de 
la barre fléchie (fig. 118), ce signe dépendant en outre de l’orienta- 
tion des axes du système extérieur fixe de coordonnées zy. Si l’on 
dirige l'axe y (fig. 118) dans le sens opposé, la courbure change de 
signe, et donc le moment. On se sert de cette règle des signes lors 
de la détermination des déplacements d’une barre et de la détermi- 
nation de la forme d’un axe courbé. 

Lorsqu'on construit les épures des moments fléchissants on se 
sert d’une autre règle de signes (règle des signes relatifs), le signe 
du moment ne dépendant plus de l'orientation des axes extérieurs. 
On construit l’épure des moments sur l’axe de la barre et on reporte 
l'ordonnée du moment dans le sens de la concavité de la déformée, 
c'est-à-dire que l'épure des moments se construit sur la « fibre con- 
ace ». On peut donner aussi une autre interprétation à cette 
règle. 

Si le moment résultant des forces agissant sur la partie gauche 
de la barre est dirigé dans le sens des aiguilles d'une montre, on reporte 
l'ordonnée du moment fléchissant dans la section vers le haut. Si 
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le moment résultant extérieur à gauche de la section est dirigé dans 
le sens inverse des aiguilles d’une montre, on reporte l’ordonnée du 
moment fléchissant vers le bas. 

Pour les forces à droite de la section on applique la règle inverse : 
moment résultant dirigé dans le sens des aiguilles, vers le bas; 
moment résultant dirigé dans le sens inverse des aiguilles, vers le 
haut. Ceci est illustré sur le schéma de la fig. 119. 


a De. _| =. 


Fig. 120 Fig. 121 


Retournant à l'exemple de la poutre à deux appuis, on remarque 
que le moment de la force P, située à gauche de la section C est diri- 
gé. dans le sens des aiguilles d'une montre. Par conséquent, dans la 
section C, l’ordonnée du moment fléchissant est reportée vers le 
haut. 

Lorsque z varie de 0 à a. le moment fléchissant est égal à : 


M flex = + eu Ze 

Dans la portion droite varie entre a et a + b. Le plus commode 
est de considérer le moment fléchissant dans la section C’ comme la 
somme des moments des forces extérieures à droite de la section. 
1 est évident que: 

Miex = +PR(a+b—z) = s+b—2). 
L'ordonnée du moment est reportée vers le haut, étant donné que 
le moment de la forte extérieure à droite de la section C” est dirigé 
dans le sens inverse des aiguilles. 

Conformément aux expressions déduites pour les moments flé- 
chissants, on peut construire leur épure, représentée fig. 120. L'épure 
est linéaire par morceaux et se trouve au-dessus de la poutre sur toute 
sa longueur. Cela signifie que l'axe courbé de la poutre appelé défor- 
mée a partout sa concavité tournée vers le haut, ce qui est évident 
dans notre cas. 
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Déterminons les efforts tranchants Q. Il résulte de la condition 
d'équilibre de la partie gauche ou droite de la barre coupée (cf. 


fig. 116) que: 
Q=Pa où Q—=P—Py=P\,. 


Dans tous les cas, l'effort tranchant pour une barre droite est 
égal à la somme des projections sur le plan de la section de toutes les 
forces extérieures se trouvant d'un même côté de cette section. 
D'où l'on établit la règle des signes pour l'effort tranchant : si la 
résultante des forces extérieures se trouvant à gauche de la section 
est dirigée vers le haut, ou pose que l'effort tranchant dans la section 
est positif, et négatif si la résultante est dirigée vers le bas. A droite 
et vers le bas, le signe + ; à droite et vers le haut, le signe —. Cette 
règle est illustrée par le schéma de la fig. 121. 

Dans le cas considéré de la poutre à deux appuis la force P, 
à gauche de la section C est dirigée vers le haut. Par conséquent, 


Q— +Pa= + 


Dans le tronçon droit de la poutre la force P,, qui est située 
à droite de la section C”, est dirigée vers le haut. Par conséquent, 
l'effort tranchant est négatif dans ce tronçon: 


P 
OP. 


L'épure des efforts tranchants de la poutre à deux appuis est 
constituée de deux rectangles (cf. fig. 120). 

Considérons encore quelques exemples de construction d’épures 
de moments fléchissants et d'efforts tranchants. 

Une poutre à deux appuis de longueur / est chargée par les forces 
uniformément réparties de son poids propre. Ces forces sont caracté- 


risées par la densité de la charge, ge , c'est-à-dire par la force par 


unité de longueur de la poutre (fig. 122). 
Déterminons les réactions des appuis. Il est évident que: 
Pa=Pr=. 
Sur la fig. 122 ces forces sont représentées conventionnellement 
sur le dessin même. A strictement parler, il aurait fallu les repré- 
senter sur un dessin à part de la poutre débarrassée des liaisons 
extérieures, étant donné que ces forces remplacent l'effet des liaisons. 
C'est précisément ce qu'on a fait dans l'exemple précédert (cf. 
fig. 116). Toutefois, pour simplifier, on recourt habituellement 
à la représentation conventionnelle des réactions, comme dans 
l'exemple considéré. 
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La somme des moments des forces extérieures situées d’un côté 
de la section, par exemple à gauche, est égale à: 


Mriex= + P4az—g+, 


où P,z — le moment de la force P, — est dirigé dans le sens des 
aiguilles d'une montre (signe +); gz le poids relatif au tronçon de 


{Le grgtcm fe 


M=ÿ00 


ge Le: = 
Fe AUS g 


Fig. 122 Fig. 123 


longueur z. Sa résultante passe par le milieu du segment z. Par con- 
séquent, le bras est égal à + et le moment de cette force, située 


à gauche de la section C, est dirigé dans le sens inverse des aiguilles 
d'une montre (signe —). Par conséquent, 


[4 2 
Mnex =. 
L'épure du moment fléchissant est une parabole (fig. 122). Le 
moment fléchissant- passe par son maximum au milieu de la poutre 


l 
lorsque z = TZ: 
gun. 


"8 


L'effort tranchant dans la section C est égal à la somme des 
forces situées d’un côté de la section: 


Mnmax = 


l 
Q=+Pa—g= +0. 


L’épure de l'effort tranchant est représentée par une droite. 
On a représenté fig. 123 la construction des épures des moments 
fléchissants et des efforts tranchants sur l'exemple d'une poutre 


N 


encastrée à un bout, dite poutre console. Dans notre cas la partie 
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droite de la poutre n’est soumise à aucune liaison et la détermination 
des moments fléchissants et des efforts tranchants dans n’importe 
quelle section peut être faite sans détermination préalable des réac- 
tions. 

Dans la section moyenne de la poutre on lui applique le moment 
d’un couple de forces. Il en résulte un saut sur l’épure des moments 
fléchissants. Lorsqu'on traverse la section C le moment résultant 
des forces situées de part et d’autre de la section varie subitement 
de la quantité M. 

Regardant toutes les épures construites, il n’est pas difficile de 
“emarquer qu'il existe un lien déterminé entre les épures des moments 


g=f(2) 


Fig. 124 


fléchissants et celles des efforts tranchants. Comme il résulte des 
épures l'effort tranchant Q représente la dérivée du moment fléchis- 
sant M par rapport à l’abscisse de la poutre. Montrons qu'il en est 
bien ainsi. 

Supposons la barre maintenue d'une manière arbitraire et suppor- 
tant en général une charge répartie de densité qg = f (z). Le sens adop- 
té pour g sera considéré comme positif (fig. 124). 

Découpons dans la barre un élément de longueur dz et appliquons 
dans les sections effectuées des moments M et M + dM, ainsi que 
des efforts tranchants Q et Q + dQ. Les sens de ces facteurs de force 
sont positifs en vertu de la convention de signes faite plus haut. 
A l’intérieur du petit segment dz on peut admettre que la charge q 
est répartie uniformément. 

Egalons à 0 la somme des projections de toutes les forces sur l’axe 
vertical et la somme des moments par rapport à l’axe transversal 
C (fig. 124): 


Q+gdz—Q—dQ=0, 


M+Qdi+ qd &—M—dM =0. 
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Réduisant les termes semblables et omettant la quantité infiniment 
petite du second ordre, on obtient : 


2 
di (4.1) 


Ainsi, l'effort tranchant est effectivement la dérivée du moment 
fléchissant par rapport à l’abscisse de la poutre. En ce qui concerne 
la dérivée de l’effort tranchant, elle représente la densité de la charge 
répartie extérieure gq. 

Les relations (4.1) permettent de faire quelques remarques géné- 
rales sur le caractère des épures des moments fléchissants et des 
efforts tranchants d’une barre droite. 

Si la barre supporte une charge uniformément répartie de densité 
q = Cte, il est évident que la fonction Q sera linéaire et M quadrati- 
te pouvait l’observer sur l'exemple des épures représentées 
fig. À 

Si la barre est chargée par des forces ou des moments concentrés, 
la densité est q — 0 dans les intervalles entre les points d'applica- 
tion. Par conséquent, Q = Cte, et M est une fonction linéaire de z. 
Aux points d'application des forces concentrées l’épure Q présente 
un saut correspondant à la grandeur de la force extérieure, et l'épu- 
re de M présente un point anguleux (discontinuité de la dérivée). 
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Considérons le cas le plus simple de flexion, à savoir la flexion 
pure. Comme on l’a déjà dit, on entend par flexion pure un mode 
de charge tel que seuls apparaissent dans les sections droites de la 
barre des moments fléchissants, et Q = 0. Pour les tronçons de la 
barre où cette condition est observée, en vertu de la deuxième expres- 
sion (4.1), le moment fléchissant est constant (M = Cte). Les condi- 
tions de flexion pure peuvent avoir lieu pour différentes charges 
extérieures. Quelques exemples caractéristiques sont représentés 
fig. 125. 

Laissant de côté les particularités d'application des forces exté- 
rieures et des conditions de fixation de la barre tout entière, considé- 
rons seulement le tronçon pour lequel M — Cte et Q = 0. Seuls des 
moments M agissent sur les frontières de ce tronçon (fig. 126,a). 

Sous l’action des moments M la barre se fléchit. Etant donné 
qu'il apparaît un seul et même moment fléchissant dans n'importe 
quelle section de la barre, dans le cas d’une barre homogène la varia- 


9—522 
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tion de la courbure est partout la même. Par conséquent, en flexion 
pure l'axe d’une barre homogène se courbe en arc de cercle. 

Il est facile de voir que l’ensemble des points situés avant la 
flexion dans le plan d’une section droite forme également un plan 
après la flexion, mais qui s’est déplacé dans l’espace. En effet, con- 
sidérons la section droite moyenne AA (fig. 126,a). Par raison de 


NV Ph | 
F FE + : (eee 


Plir 2 él t (ess n) 


9 7 
roue ‘0090 
Fig. 125 Fig. 126 


symétrie, les points de cette section ne peuvent être caractérisés 
par des déplacements privilégiés ni à droite ni à gauche, puisque les 
deux côtés sont équivalents. Donc, cette section reste plane. 

Coupant la barre en deux parties égales par la section AA, on 
obtient deux tronçons deux fois plus petits se trouvant exactement 
dans les mêmes conditions que la barre tout entière (fig. 126,b). 

On peut répéter ce raisonnement pour chacune des moitiés obte- 
nues (fig. 126,c). Par conséquent, les sections moyennes de ces moitiés 
restent également planes. 

On peut continuer ce processus de division. On aura démontré 
par là-même qu’il se trouve, dans un voisinage infiniment petit 
de n'importe quelle section donnée à l'avance, une infinité de telles 
sections vérifiant la condition de planitude mentionnée. On vient 
virtuellement de démontrer que les sections dans leur ensemble ne 
se courbent pas pendant la flexion, mais effectuent simplement une 
rotation. Il va de soi que ce qui a été dit ne concerne pas les zones 
limites, où. en vertu des particularités d'application des forces exté- 
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rieures, il peut y avoir des dérogations. à cette loi. En vertu du prin- 
cipe de Saint-Venant, il est permis d'exclure la zone limite. 
L'apparition de déformations en flexion pure peut être considérée 
comme le résultat de la rotation des sections droites planes les unes 
par rapport aux autres (fig. 127). Considérons deux sections voisines 
distantes de dz (fig. 128). Convenons que la section gauche soit 
immobile. Alors, par suite de la rotation de la section droite de 
l’angle d8 les couches supérieures s’allongent et les couches inférieures 


Fig. 127 Fig. 128 


se raccourcissent. Il est évident qu'il existe une couche ne pré- 
sentant pas d’allongement. Appelons-la couche neutre. Par suite de 
la rotation des sections, la variation de la courbure de la couche 
neutre sera: 


1 _ d0 
Pp &° 

Un intervalle AB = dz (fig. 128) pris arbitrairement s'accroît de la 

longueur BB’. Comme les sections restent planes, 


BB'=y@, 


y étant la distance du segment AB considéré à la couche neutre. 
La position de cette couche est encore inconnue. 
L'allongement relatif de la couche AB est égal à: 


== n ; (4.2) 
D'après la loi de Hooke : 
o=Ee=E+. (4.3) 


Ainsi. en flexion pure les contraintes dans une section droite 
varient selon une loi linéaire. Le lieu géométrique des points d'une 


ge 
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section vérifiant la condition 5 — 0 est appelé ligne neutre de la 
section. Il est évident que la ligne neutre est perpendiculaire au plan 
de courbure de la barre fléchie. Sur la fig. 128 la trace de la ligne 
neutre a été marquée par la lettre C. 

Donnons maintenant le lien de la contrainte o avec les facteurs 
de force intérieurs naissant dans la section droite de la barre en fle- 
xion pure. 

La somme des forces élémentaires o dF (fig. 129) donne la force 
normale NW à la section. Mais en flexion pure N = 0. Donc, 


#= (aar=0, 


ou, en vertu de l'expression (4.3): 


E 
_ [uar=0, 
F 
d'où : 


f ydF—0. 
F 
Comme on l’a vu au chapitre précédent, cette intégrale représente 
le moment statique de la section par rapport à la ligne neutre. Le 
moment statique étant nul, la ligne neutre passe par le centre de gra- 
vité de la section. Par conséquent, la coordonnée y dans les expressions 
(4.2) et (4.3) est maintenant dé- 
terminée : elle se compte à partir 
de l’axe central perpendiculaire 
au plan de courbure. De la même 


a 1 PE 
manière, la courbure —se définit 


. comme la courbure de la couche 

neutre ou de l’axe de la barre. 

Concrétisons maintenant le 

| système d’axes z, y, z lié à la 

Fig. 129 section (fig. 129). Faisons coiïn- 

cider l'origine des coordonnées O 

avec le centre de gravité de la section. Dirigeons l'axe z selon la nor- 

male à la section et l’axe zx selon la ligne neutre. L'’axe y se trouve 

ainsi dans le plan de variation de la courbure. On a ce qu'on appelle 

un système d'axes mobile (repère mobile), dont la position varie dans 
l’espace quand on passe d’une section à une autre. 

Le moment fléchissant dans la section droite de la barre, ainsi 
que la force normale, peut être exprimé par une intégrale portant 
sur la contrainte o. Remarquons tout d’abord, qu'en général, le 
plan du moment fléchissant dans la section ne coïncide pas avec 
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le plan yz (fig. 129). En d’autres termes, la variation de la courbure 
de la barre n’a pas lieu forcément dans le plan du moment fléchissant. 
Nous considérerons ce cas général de flexion un peu plus tard, nous 
bornant pour l'instant au cas particulier plus simple où le plan 
du moment et celui de la courbure coïncident. 

Moyennant la condition mentionnée, le moment des forces élé- 
mentaires © dF par rapport à l’axe y est nul, et il est égal par rapport 
à l’axe x au moment total de flexion M: 


[ozar=0, 


F 
jean 


Eliminant ©, on trouve: 


_ | yz dF =0, 


_ | ydF=M. (4.4) 


La première expression se ramène à la forme: 
J xy —= . 


Cela signifie que la variation de la courbure de la barre a lieu 
dans le plan du moment dans le cas où ce plan passe par l’un des axes 
principaux de la section. Une telle flexion est dite plane. A l'encontre 
de la flexion plane, le cas général de flexion, le plan du moment 
fléchissant ne coïncidant pas avec l'axe principal, est dit flexion 
déviée. 

Des expressions (4.4) on déduit le lien entre la courbure de la 
barre et le moment fléchissant : 


1 M 
SES" (4.5) 
où J, est le moment d'inertie de la section par rapport à l’axe prin- 
cipal central, perpendiculaire au plan du moment fléchissant. 
La quantité EJ, est appelée rigidité de la barre à la flexion. Ainsi 
que pour la torsion, cette quantité est proportionnelle à la quatrième 
puissance des dimensions linéiques de la section. 


Retournant à la formule (4.3) et y éliminant la courbure 
on obtient l'expression de la contrainte o: 
My 
J;: ° 


(4.6) 


OC = 
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La contrainte maximum en flexion apparaît aux points les plus 
éloignés de la ligne neutre (fig. 130): 


My max 
Omax — Fo . 


Le rapport est appelé module de résistance de la section 
en flexion et se désigne W, : 


Le = cm. (4.7) 
Ainsi, 
Car = LE . (4.8) 


Cette formule est fondamentale lors du calcul de la résistance d’une 
barre en flexion. 


Fig. 130 
Pour une barre de section rectangulaire de côtés b et h: 
bhs h bh? 
Jr= Ymax = Wr=——. (4.9) 


Pour une section circulaire : 


4 S 
Ja, Vaux gs W:= fe #01D. (4.10) 

Ainsi, les contraintes en flexion sont inversement proportionnelles 
au cube des dimensions linéiques de la section. 

Les sections droites les plus économiques sont celles donnant un 
module de résistance W, maximum avec une dépense minimum de 
matériau. Pour une poutre travaillant rationnellement en flexion, 
il faut évidemment répartir la surface de la section le plus loin 
possible de l'axe neutre. C’est ainsi que sont apparus les profilés 
standard en double T et en U (fig. 131). En flexion dans le plan ver- 
tical ces profilés donnent un avantage substantiel sur les autres for- 
mes de section. 

Le module de résistance W, des profilés standard est préalable- 
ment calculé pour chaque dimension et donné dans les tables. Ceci 
permet lors du calcul de la résistance d'une barre d’omettre les 
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calculs considérables pour déterminer les moments d'inertie et les 
modules de résistance. On a donné à la fin du livre les tables des pro- 
filés standard. Outre les profilés donnés dans ces tables, il y en a 
d’autres, utilisés, par exemple, en aviation et définis par des nor- 
mes spéciales. 


CZ 772222 
de 


Fig. 131 


L'énergie des déformations élastiques d’une barre en flexion se 
détermine par le travail du moment M pour le déplacement angulaire 
réciproque dô de deux sections (fig. 132): 


dU =7 M d8 
ÎE dd M 
D ET, dz, 
donc, 7” 
Z 
U= | ET (4.11) 
l 


Considérons quelques exemples simples liés à la détermination des contrain- 
tes dans une barre en flexion pure. 


Exemple 4.1. Déterminer comment il est avantageux de disposer une 
barre à section carrée en flexion: a) de telle manière que le plan du moment 
soit parallèle aux côtés du carré, ou b) de telle manière qu'il contienne sa dia- 
gonale (fig. 133)? 

Pour répondre à la question posée, il faut calculer le module de résistance 
W, dans le premier et dans le second cas. 

a) En vertu de l’éxpression (4.9) : 


b) 
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et alors: 
W,=— L 
* 6V2 


Par conséquent, le cas a) est plus avantageux. Alors, le module de résistance 
W,. est environ de 40 % plus grand. 


d 


Fig. 133 


Exemple 4.2. Déterminer quel est le pourcentage d'économie de 
métal que l'on fait, toutes conditions égales par ailleurs, lorsqu'on utilise dans 


ÿ 
TZ 
D 
Fig. 134 
une construction travaillant en flexion une section circulaire creuse de rapport 
des diamètres d _ 0,9 au lieu d’une section pleine (fig. 134). 


Le nous de résistance d’une section circulaire pleine se détermine par 
la formule (4.10): 
W,1=0,1D1. 
Pour la section creuse la quantité W,; est la différence des moments 
d'inertie du grand cercle et du petit divisée par Ymax, C'est-à-dire : 
aDi _xè 
64 64 d} 
= ————— SU, RS 0, D , Q 
Wa 0103 (1 7) 1D30,343 
2 


De la condition d'égale résistance : 
Wu=War et Di =V0,H5=0,1. 
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La dépense de métal est proportionnelle à l'aire de la section : 


V3 
rt, 
xD? d \ _xD} 
Fa= (2-5 = +0,19. 


Le pourcentage d'économie de matériau est déterminé par la différence 
des aires rapportée à l'aire du cercle plein: 


Fi— Fe D? 
EE 100 % = (1-5 0,19) 100 %, 
ou 


F1—F2 400 %—=61 %. 
F: 


Exemple 4.3. On a représenté fig. 135 une poutre console chargée par 
deux forces P. La section de la poutre est en forme de T. Le matériau est de la 
fonte. On demande s'il convient de situer la semelle vers le haut [variante a)] 
ou vers le bas {variante b)]? 


p p 4 
a 8 


b) 
EE 
FUN 
Fig. 135 


Etant donné que le point 4 est plus éloigné du centre de gravité de la section, 
la contrainte y sera toujours plus grande en valeur absolue qu'aux points B. 
Pour la direction indiquée des forces P les couches comprimées de la poutre 
se trouvent en dessous. Comme la fonte travaille mieux en compression qu'en 
traction, il est plus rationnel de placer le point 4 en bas. On placera donc la 
semelle vers le haut, c'est-à-dire qu'on préférera la variante a). 


Exemple 4.4. Pour la poutre à deux Pie (fig. 136) choisir une 
section en double T avec un coefficient de sécurité égale à 2, les données étant: 
P=2T,;a=îimeto,t = 3 000 kgf/cm?. 


ACTE, | 


Fig. 136 


Le moment fléchissant maximum apparaît dans le tronçon de flexion pure 
et est égal à Pa. La contrainte omax ne doit pas excéder la moitié de 04 +. Par 
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conséquent, 


Pa 3000 
Er 5 
du 2000. 100.2 
W-> — 500 — —= 133 cmt. 
D'après la table des profilés standard on choisira le double T NX 18: 
W.=148 cm. 


Exemple 4.5. On enroule un fil de diamètre d sur un tambour. Le 
diamètre du tambour est égal à D. Déterminer la contrainte de flexion dans les 
sections droites du fil. On donne la courbure du fil: 


Aa 

p D° 
Sans déterminer le moment fléchissant, on déduit immédiatement de la for- 
mule (4.3) : ; ? 

2 
Omax = Ë PE E D: 

Par conséquent, à courbure constante la contrainte Omax est en raison du 
diamètre du fil. 


$ 39. Contraintes en flexion simple 


Nous avons vu que seules apparaissent dans les sections droites 
d'une barre en flexion pure des contraintes normales. Les forces 
intérieures qui leur correspondent donnent un moment résultant de 
flexion dans la section. 


Fig. 137 Fig. 138 


Lorsqu'il y a flexion simple, il apparaît dans la section de la 
barre non seulement un moment fléchissant, mais encore un effort 
tranchant Q. Cette force est la résultante des forces élémentaires 
réparties dans le plan de la section (fig. 137). Par conséquent, il 
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apparaît alors dans les sections droites de la barre non seulement 
des contraintes normales, mais aussi des contraintes tangentielles. 

Les contraintes tangentielles + engendrent des déformations angu- 
laires y. C’est pourquoi, hormis les déplacements principaux propres 
à la flexion pure, chaque élément dF subit en outre certains déplace- 
ments angulaires résultant du cisaillement. Etant donné que les 
contraintes tangentielles ne sont pas réparties uniformément dans 
la section, il en sera de même des déplacements angulaires. Cela 
signifie qu'en flexion simple, à l'encontre de la flexion pure, les 
sections droites de la barre ne restent pas planes. On a représenté 
fig. 138 le schéma typique de distorsion des sec- 
tions droites d’une barre. 

Toutefois, la déformation du plan des sections 
droites n'influe pas d’une façon tant soit peu 
notable sur la grandeur des contraintes normales. 
En particulier, si l’effort tranchant Q ne varie pas 
suivant la longueur de la barre, les formules (4.6) 
et (4.8), 


M M 
= et Omax — y ? 


établies pour la flexion pure conduisent à des 
résultats absolument exacts et pour la flexion Fig. 139 
simple. En effet, pour Q = Cte toutes les 
sections se déforment de la même façon (fig. 139). C’est pourquoi lors 
de la rotation réciproque de deux sections voisines l'allongement de 
la fibre longitudinale AB est le même, que la section reste plane 
ou non. 

Lorsque l'effort tranchant varie le long de l’axe de la barre, les 
formules établies pour la flexion pure donnent une certaine erreur 
pour ©. Une analyse élémentaire montrerait que la grandeur de cette 


erreur est par rapport à l'unité de l’ordre de £ , k étant la dimension 
de la section droite dans le plan de la flexion, et Z la longueur de la 
barre. D'après la définition donnée au $ 2, une barre a ceci de parti- 


culier que les dimensions de sa section droite sont beaucoup plus 
petites que sa longueur. Par conséquent, la quantité 7 est très 


petite et il en est de même de l'erreur. 

Tout ce qui a été dit permet d’adopter l'hypothèse des sections 
planes. On admettra dans la suite que l’ensemble des points formant 
le plan d’une section droite avant la flexion forme aussi un plan 
après, mais qui a tourné dans l’espace. Cette hypothèse est acceptable 
dans la mesure où les déformations angulaires y dans la section 
peuvent être considérées comme étant beaucoup plus petites que les 
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DDR angulaires résultant de la variation de la courbure de 
a barre. 

Une deuxième particularité de la flexion simple est la présence 
de contraintes normales dans les sections longitudinales de la barre, 
c’est-à-dire de contraintes écrasant les fibres les unes contre les autres. 
Ces contraintes apparaissent seulement lorsque l'effort tranchant Q 
est variable, et elles sont très petites en grandeur *. 

Par conséquent, moyennant les omissions mentionnées, les formu- 
les (4.6) et (4.8) établies pour la détermination des contraintes norma- 
les conviennent non seulement à la flexion pure, mais aussi à la 


Fig. 140 


flexion simple. Dans la même mesure est applicable la formule (4.5) 
donnant la courbure de la barre en fonction du moment fléchissant. 

Déterminons à présent la valeur approchée des contraintes tangen- 
tielles + lors de la flexion simple. Le plus simple pour calculer ces 
contraintes c'est de les exprimer en fonction des contraintes tangen- 
tielles conjuguées naissant dans les sections longitudinales de la 
barre. 

Considérons dans la barre un élément de longueur dz (fig. 140,a). 
Lors de la flexion simple les moments engendrés dans la section 
gauche et dans la section droite de l'élément ne sont pas identiques 
et diffèrent de la quantité dM. 

Par une section horizontale longitudinale à la distance y de la 
couche neutre (fig. 140,b), découpons l'élément en deux parties et 
considérons les conditions d'équilibre de la partie supérieure. 

La résultante des forces normales © dF dans la partie gauche 


de l'aire hachurée F* est évidemment égale à: 
Ne= (our, 


.Fe 


* Les zones particulières où sont appliquées des forces concentrées sont 
exclues de l'examen. 
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ou, en vertu de la formule (4.6), 


M 
N=+ | y1dF, 
Fe 


y, désignant, contrairement à y, l’ordonnée courante de l'élément 
d aire dF (fig. 140,b). L'intégrale obtenue est le moment statique par 
rapport à l'axe x de la partie de l’aire située au-dessus de la section 
longitudinale (au-dessus du niveau y). Désignons ce moment statique 
par S%. Alors: 


MS3 
N° = 7 . 
Dans la section droite la force normale sera autre: 
_(M+dM) 5? 
N° + aN* _—_ DS FRE . 
La différence de ces forces 
dMS® 
adN*— T. 


doit être équilibrée par les forces tangentielles dans la section longi- 
tudinale de l'élément (fig. 140.b et 140,c). 

Admettons. en première approximation, que les contraintes 
tangentielles soient réparties uniformément dans la largeur de la 
section -b. Alors, 


T- = tb di, 
d'où : 
S? 
T—= PE £ (4.12) 


La formule obtenue s'appelle formule de Jouravski, du nom du savant 
russe du siècle dernier qui, le premier, a donné une étude générale 
des contraintes tangentielles en flexion simple. 

L'expression obtenue permet de calculer la grandeur des contrain- 
tes tangentielles dans les sections longitudinales d’une barre. Les 
contraintes dans les sections droites leur sont égales en tant que 
conjuguées. La dépendance + en fonction de y dans la section se déter- 
mine au moyen du moment statique S%. Quand on s'approche du 
bord supérieur de la section, l’aire de la partie hachurée (fig. 140.b) 
tend vers 0. Ici, par conséquent, S*% — 0. Quand on s'approche du 
bord inférieur, la partie hachurée s’étend sur toute la section. Comme 
l'axe x est central, ici encore S% — 0. C’est pourquoi les contraintes 
tangentielles, comme il résulte de la formule (4.12), sont nulles aux 
points supérieurs et inférieurs de la section. 
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Pour une barre à section rectangulaire de côtés b et h (fig. 141,a) on a: 
2 8 
se=? (5) ; ju b=b. 


Par conséquent, 


Fig. 141 


représentée par une parabole quadratique. La contrainte maximum a lieu 
lorsque y —0: 


3 
me 
Pour une barre de section circulaire (fig. 141,b), on obtient après une 
intégration facile : 
3 
Se = + (my). 


En outre, 
aD4 sRt 
= — = — y2 
Je & gr b=2VR-Yy 
d'où: 
4 
et 
nee 
Max — 3 F7: 
Pour une barre à section triangulaire de base c et de hauteur h (fig. 141,c). 
on a: 


8 (En) (he) 
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La contrainte maximum a lieu à la distance y=qh À partir de l'axe 


neutre : 


toax = L . 
— ch 
2 La 
Le caractère approché des opérations effectuées est apparu claire- 
ment dans les deux derniers exemples. On le voit aussi de ce que 
dans une section droite les contraintes tangentielles ont des compa 
santes non seulement sur l'axe y, mais aussi sur l’axe x. En effet, 
admettons, comme on l’a fait plus haut, que pour les points À situés 
à proximité du contour de la section (fig. 142), la contrainte tangen- 
tielle + soit dirigée selon l’axe y. Décomposons le vecteur + en deux 


Fig. 142 


composantes : selon la normale au contour +, et selon la tangente . 
D'après les conditions de charge la surface extérieure de la barre 
n'est pas sollicitée par des forces tangentielles. Aussi les contraintes 
conjuguées T, sont-elles nulles. Donc, t, = 0, et la contrainte tan- 
gentielle totale au voisinage du contour est dirigée selon la tangente, 
ce qui montre que l'hypothèse que + était dirigé selon y est erronée. 
On découvre par là même que + a des composantes sur l’axe x. Pour 
déterminer ces composantes, force est de recourir à des procédés 
plus compliqués que ceux examinés. On peut montrer par les métho- 
des de la théorie de l’élasticité que, dans la plupart des cas, les com- 
posantes + sur l'axe x jouent un rôle bien moins important que celles 
sur l’axe y. 

Des exemples considérés ci-dessus, on peut tirer la conclusion 
générale que la zone des contraintes tangentielles maxima est située 
approximativement dans la partie moyenne de la hauteur de la 
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section, et Tmax pour des sections non minces a pour ordre de gran- 
deur £. 

On peut comparer les valeurs absolues des contraintes normales 
maxima et des contraintes tangentielles maxima dans les sections 
droites d'une barre. Ainsi, pour une poutre console à section rectan- 
gulaire (fig. 143), on a: 


d'où : 


I] résulte de cette expression que les contraintes tangentielles maxi- 
ma dans la section droite sont essentiellement plus petites que les 


contraintes normales maxima, leur rapport étant de l’ordre de +. 


RON 


(4 
Fig. 143 Fig. 144 


A quelques exceptions près, l’ordre de grandeur de l'évaluation se 
conserve en général pour toutes les poutres non minces. En ce qui 
concerne les barres à parois minces, elles seront examinées plus parti- 
culièrement au chapitre XI. 

Etant donnée la petitesse de tmax, le calcul de la résistance en 
flexion simple se fait seulement d’après les contraintes normales, 
comme en flexion pure. Les contraintes tangentielles ne sont pas 
prises en considération. Ceci est d'autant plus naturel qu'aux points 
de la section les plus éloignés de l’axe neutre, c’est-à-dire aux points 
les plus dangereux, les contraintes tangentielles dans la section 
droite sont nulles. 

Considérant l'aspect qualitatif du phénomène, il faut avoir en 
vue que, malgré leur petitesse, les contraintes tangentielles dans les 
sections droites et leurs contraintes conjuguées dans les sections 
longitudinales peuvent, dans certains cas, entrer effectivement en 
ligne de compte lors du calcul de la résistance d’une barre. Ainsi, 
lorsqu'une barre courte en bois se trouve en flexion simple, il se peut 
très bien que le bois ne se casse pas à l'encastrement, mais qu'il se 
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fende dans un plan longitudinal voisin de la couche neutre, c’est-à- 
dire là où a lieu Tmax (fig. 144). 

Les contraintes tangentielles dans les sections longitudinales 
sont l'expression du lien existant entre les couches de la barre en 
flexion simple. Si ce lien est altéré dans certaines couches, le caractè- 
re de la flexion change. Par exemple, dans une barre constituée de nr 
lames (fig. 145.a), chaque lame, en l’absence de forces de frottement, 


Fig. 145 


s’incurve indépendamment. La force extérieure s'appliquant à une 
lame est égale à L, et la contrainte normale maximum dans une 


section droite d'une lame est égale à: 
À l 
n 6P! 


Fe en) DE 
6 


n 


Si l'on serre solidement les lames avec des boulons (fig. 145.b), 
la barre s’incurvera en bloc. Dans ce cas la contrainte normale maximum 
est z fois plus petite: 


6PI 
Omax = Fi 


En d’autres termes, un paquet de lames lié supporte, en première 
approximation, une charge n fois plus grande qu'un paquet non lié. 

Des efforts tranchants apparaissent dans les sections droites des 
boulons lorsque la barre travaille en flexion. L'’effort tranchant 
maximum se trouve dans la section coïncidant avec le plan neutre 
de la barre fléchie (section AA fig. 145,b). La grandeur de cette force 
se détermine en première approximation de la simple égalité de la 
somme des efforts tranchants dans les sections des boulons et de la 
résultante longitudinale des contraintes tangentielles dans le cas 


10—522 
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d'une barre tout entière: 


3 P 3 PI 
mQbouion = Tmaxdl = 3 Dh bl — TZ ÿ ; 


m étant le nombre de boulons. 

Il est intéressant de comparer la variation de la courbure d’une 
barre à l’encastrement au moyen de la formule (4.5) dans le cas 
d’un paquet lié et d’un paquet libre. 

Pour le paquet lié: 

41  Mriex  12P1 


EJx  Ebhs° 
Pour le paquet libre: 
Fi 
D Me = n°," 1\v2PleS 
P EJ; sho(E) Ebhs : 
12 n 


Les flèches varient proportionnellement à la variation de la 
courbure. 

Ainsi, en comparaison d’une barre faite d’un seul morceau, une 
barre constituée de lames librement juxtaposées est n°? fois plus 
souple et seulement n fois moins résistante. Cette différence dans les 
coefficients de réduction de la rigidité et de la résistance quand on 
passe à une barre fractionnée en lames est utilisée en pratique dans 
les suspensions souples à ressorts. Les forces de frottement entre les 
lames augmentent la rigidité du paquet, étant donné qu'elles 
rétablissent partiellement les forces tangentielles entre les couches 
d'une barre, perdues quand on passe à un paquet de lames. Aussi 
faut-il lubrifier les éléments d’un ressort et éviter qu'ils se salissent. 


Terminant le paragraphe sur la flexion simple, apportons un exemple 
illustrant l'ordre des cal de la résistance d'une barre en flexion. 


Exemple 4.6. On demande de choisir la dimension a de la section en T 
représentée fig. 146 pour une poutre à deux appuis chargée uniformément par 
une charge de densité q. Le coefficient de sécurité par rapport à la limite d'écoule- 
ment ne doit pas être plus petit que 2. On donne: ! = 1 m, q = 10 kgf/cm, 
Os,t = Ce, = 35 kgf/cm?. 

Déterminons les réactions des appuis et construisons l’épure des moments 
fléchissants (fig. 1446). Le moment fléshissan t calculé est: 


8 
Max = 98. 


D’après la condition de résistance : 


8ql2 7 
WW, < n 
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d'où le moment de résistance : 


8-10-1002.2 
PR s 
WrD —5 3500 50,7 cms. 
Considérant la section donnée, déterminons la distance de l'axe zx, au 
gg a 
l 
(LES 
4a 
= T 
: Tr 
L—3t ÿa 


AA | 
7 gg 


J 


centre de gravité. Elle est égale à Te. Le moment d'inertie par rapport à x; 
est égal à: 


JT, =430t. 
Passant à l'axe central z, on a: 
707 
Jr=g 
Enfin, le module de résistance est égal à: 
29 707 
ES AE en 
W=J.: (5e 3°) PEL 
d'uù l'on détermine la dimension a: 
as > 50,7 — cm, a > 2,06 cm. 


$ 31. Equation différentielle de la déformée d’une poutre. 
Déplacement lors de flexion 


La forme de l’axe déformé d'une barre ou, comme on dit, de sa 
déformée peut être déterminée au moyen de l'expression (4.5): 


1 M 
D EX 
Dans un système fixe de coordonnées yz (fig. 147): 
y” 


1 
= (4.13) 


10 
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Bornons-nous à l'examen du cas des petits déplacements. Alors, 
la tangente de l’angle 6 formé par la tangente à la déformée et l’axe 


Fig. 147 


z (fig. 147) est très petite. Aussi peut-on négliger le carré de y’ en 
comparaison de l'unité et poser: 


+ ÆY" 
d’où : i 
JET: (4.14) 


Comparant l'expression (4.14) avec les formules (4.1), on obtient 
la suite évidente de relations différentielles : 


8=y", 

M=EJ.y, 

Q= (ET), Sd 
g=(EJ;y)", 

ou pour une barre à section constante: 
8=7y", 
M=EJ,y", 

Q=ETY", (4.16) 
q = EJ,yN). 


On voit sur ces formules que lorsqu'on charge uniformément 
une barre de section constante (g—Cte), on a: 


(IV) = 3 — te. 

y F7; =C 

Par conséquent, la déformée d’une barre est une courbe du quatrième 
degré. 

Si dans un certain tronçon de la barre on a g = O0 (Q = Cte), 
alors l'axe de la barre s’incurve en courbe du troisième degré. 
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On comprend que tout ce qui vient d être dit soit suffisamment 
exact dans la mesure où les déplacements peuvent être considérés 
comme petits. La grande majorité des problèmes comportant des 
calculs de résistance et de rigidité en flexion se résolvent en faisant 
cette hypothèse, et la précision est très grande, étant donné que la 
quantité y’? omise dans l’expression (4.13) est effectivement négli- 
geable. 

Dans certains cas on a à faire des calculs en tenant compte de 
grands déplacements élastiques. Les problèmes de ce genre se ren- 
contrent surtout lors de l’étude de ressorts spéciaux d'appareils. 

Si un système élastique peut présenter de grands déplacements et 
conserver ses propriétés élastiques, il est dit souple, qu'il s'agisse 
de flexion, de torsion ou de traction. Lors de la flexion la grandeur 
des déplacements élastiques limites se détermine non seulement 
par les propriétés du matériau, mais, dans la même mesure, par la 
grandeur du quotient de la longueur de la barre par la dimension 
de la section droite dans le plan de la flexion. 

; dE RE RE maximum en flexion est, en vertu de la formu- 
e (4.2), 


&. — Ymax 
max pp ? 
et la contrainte: 
y ; 
Omax — 


Les déplacements d'une barre sont grands lorsque les variations 
de la courbure £ sont grandes. Mais lorsque les contraintes ne dépas- 


sent pas la limite d'élasticité, ceci n'est possible que pour ymax 
suffisamment petit, c'est-à-dire lorsque la hauteur de la section est 
petite. C'est pourquoi une barre souple a habituellement la forme 
d'un ruban mince ou d’un fil fin et est souvent appelée tige fine 
souple. : 
L'équation différentielle de la déformée d'une tige souple s'écrit : 


LA 


Mriex …—. y k 
EJ: (1+ y2)9/2 


La différence entre cette équation et l'équation (4.14) consiste non 
seulement en ce qu'ici le terme non linéaire y’? est conservé au déno- 
minateur. Pour une tige souple l'expression de Mtiex doit être formée 
en tenant obligatoirement compte des déplacements apparus dans 
la tige, ce qu’on ne fait pas dans la construction ordinaire des épures 
des moments. Cette particularité des tiges souples est illustrée sur 
l'exemple de la poutre console (cf. fig. 147). On voit que la force P 
subit un déplacement horizontal lorsque la flèche croît. Il en résulte 
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que le moment fléchissant en chaque point de la barre varie d’une 
certaine quantité dépendant aussi bien du déplacement horizontal 
nes que du déplacement horizontal du point d’application de la 
orce P. 

Les méthodes générales d'étude des grands déplacements dans une 
barre en flexion sont réunies sous l’appellation de théorie des tiges 
souples. Cette théorie ne relève pas de la résistance des matériaux 
et ne sera pas examinée dans le présent cours. 


Considérons quelques exemples de détermination de la déformée d'une 
barre fléchie lors de petits déplacements. 


Exemple 4.7. Former l'équation de la déformée d'une poutre console 
chargée à son extrémité par une force concentrée P (fig. 148). 


Fig. 148 


Plaçons l'origine des coordonnées zy à l'encastrement. Le moment fléchis- 
sant à la section z est égal à: 


M =P(I—:). 


Etant donné que les SAR sont petits, on considère que ce 
moment ne dépend pas de la flèche. 
Après avoir intégré deux fois, on trouve : 
EN CAR Ets 
rs (5-5 ++), 


Ci et Ca étant des constantes d'intégration que l'on détermine par les con- 
ditions aux limites. Dans notre cas, on a y—0 et y'—0 pour :=—0, d'où 
Ci=0 et C2=0. Alors: 

_ (15-<+) 


VTEJ, 2 6 


La flèche est maximum au point d'application de la force P, c'est-à-dire 
pour z—{l, et sa valeur est: 


Pt 
Ymax — 3ET, . 


Exemple 4.8. Une poutre à deux appuis de longueur ! est chargée par 
une force P située à la distance a de l'appui gauche (fig. 149). On demande de 
former l'équation de la déformée et de trouver le déplacement du point d'appli- 
cation de Ja force. 

Nous placerons l'origine des coordonnées à l'appui gauche. Les moments 
fléchissants dans la première et la deuxième section de la barre ont pour expres- 
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sions: 
Mi=P 2, 
b 
Ma=P TP (—a). 


On obtient après deux intégrations : 


P fb z3 
= TT ET, TT 6 ++) , 


P b z3 2 
= TT (+ Be +Cs +) : 
Les constantes d'intégration se déterminent des conditions de fixation de la 


Fig. 149 


barre et des conditions de continuité quand on passe de la première section 
à la deuxième, c'est-à-dire: 


pour z=0 ÿa=0, 
pour :=a Vi=Ys et Yi=ys 
pour z=1 ye =0. 

On déduit de ces conditions : 


Ca (8al—28—a7),  C3=0, 


GE (212 + a?) C se 
, 6l 4 476 
Par conséquent, 


P b 3 
WT. [++ _. 2 , 

P s 
gg (+-1)+ Se Sen +en+ ©]. 

Au point d'application de la force P: 
Pa? 
Yi=Y2= EST (I—a)2. 
Si la force est appliquée au milieu de la barre, on a: 


PI 
Vi = Ymax = —4BET, ‘ 
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On trouve que la coordonnée y du point d'application de la force est 
négative après {a flexion. La barre est fléchie dans le sens opposé au sens 
positif de l’axe y. 


$ 32. Equation universelle de la déformée d’une poutre 


On voit sur les exemples considérés que pour une poutre consti- 
tuée de plusieurs tronçons il est difficile de déterminer la déformée. 
L'équation de chaque tronçon contient après intégration deux cons- 
tantes arbitraires, Si la poutre est constituée de r tronçons, il faut 
résoudre 27 équations pour déterminer les 22 constantes d'intégra- 
tion. 


Fig. 150 


Dans le cas d’une barre dont la rigidité EJ, est constante il est 
facile de contourner cette difficulté si, formant l’équation de la défor- 
mée, on observe certaines règles * 

Considérons une barre chargée par des facteurs de force les plus 
fréquents. Soient en l'occurrence ces facteurs le moment concentré 
M, la force concentrée P et une charge de densité q uniformément 
répartie sur un certain tronçon de la barre (fig. 150). De ces trois 
types de facteurs de force, on peut, en fait, obtenir par combinaison 
presque tous les types de charges que l’on rencontre en pratique. 
Prenons pour sens positifs des forces ceux indiqués sur le dessin, 
c'est-à-dire vers le haut pour P et q, dans le sens des aiguilles d’une 
montre pour le moment Ÿ?. Le système des facteurs de force men- 
tionnés doit satisfaire aux conditions d’équilibre. 

Le problème consiste à expliciter les particularités introduites 
dans l'équation de la déformée par différents types de facteurs de 
force extérieurs. 


* La question de la déformée d'une barre à rigidité variable sera examinée 
par la suite (chap. XV, & 107) lorsqu'on étudiera Île problème de la détermina- 
tion des fréquences des oscillations propres d’une poutre. 
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Comparons les expressions des moments fléchissants pour chacun 
de cinq tronçons indiqués sur le dessin: 


D M=0 (<a), 
ID) M =M (a<z<b), 
III) M=M+P(z—b) (b<2z<c), 
IV) M— M+ P (2—0)+ g EX c<2z<d), 
D M=m+P(—b)+q EE 9 EN (<a). 


Comme on le voit, l'expression du moment fléchissant de chaque 
tronçon contient l'expression du moment fléchissant du tronçon 
précédent et s’en distingue par un nouveau terme. Lors du passage 
du quatrième tronçon au cinquième la loi mentionnée a été inten- 
tionnellement conservée. A cet effet, la charge uniformément répartie 
sur le quatrième tronçon a été prolongée, comme on l’a indiqué en 
pointillé, sur le cinquième tronçon. Simultanément, on a appliqué 
au cinquième tronçon une charge négative (compensatrice) unifor- 
mément répartie de densité q. 

Intégrons les expressions obtenues une fois, sans développer les 
parenthèses. Pour conserver la monotypie des expressions obtenues, 
écrivons l’intégrale de Ÿ sous la forme Î (z — a), ce qui interviendra 
seulement sur la grandeur de læ constante arbitraire C:. En défini- 
tive, on obtient les expressions suivantes pour la pente de la défor- 
mée y’: 

1) EJ:y =C4s, 

I1) EJ,y =C;+M(z—a), 
III) EJsy' = Ca+ M (2—a)+P ER 
er 


ES, 


(z EX, 


y) EJ;y =C;+M(z—a)+ P ess +q ess 9 


Les constantes arbitraires C; PR être Es de ll manière 
que lorsqu'on passe d’un tronçon au suivant la dérivée y’ ne présente 
pas de discontinuité. Donc, pour z=ay = y,; pour z = by, = 
= y, etc. Comme la rigidité de la barre est constante, on a: 

Ci=Cr=C3=Ci=Cs. 

L'angle de pente 6, de la déformée à l'origine des coordonnées se 

détermine à partir de l'expression pour le premier tronçon : 


EJ;0 = Cs. 


£a : 
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Intégrant les expressions obtenues une nouvelle fois, il vient: 
1) Ed:y=D;+EJ.8ç, \ 
II) Ely=D,+E1.%+m EX, 


TIT) ES ay = Di+ ET 8 + M EE + p Er . 


IV) Ed y = D,+ ET 0 +0 EX + l (4.17) 


Red een 
V) Elay=Ds+E7.8+ 3 Ed + p ER, 


_—ct — dé 
+9 6—dt e- se _quat | 


Les constantes arbitraires D; doivent être déterminées des con- 


ditions de continuité de la fonction y aux frontières des tronçons. 
Il suffit évidemment que: 


Di= D; = D3=Di= Ds = EJ;yo 


où y, est l’ordonnée de la déformée à l’origine des coordonnées. 

Il est commode de condenser les équations (4.17) en une seule 
équation générale, dite équation universelle de la déformée d'une 
poutre : 


Ed ay = El yo+ Ef:06 | +0 
bus 9 = 
ut 24 


Lee 
(z—d)t | 


Er 
FPE IN 24 


(4.18) 


Pour déterminer les. coordonnées des points de la déformée du 
premier tronçon, on prend les termes de l'équation situés à gauche 
du trait vertical affecté de l’indice I. Pour le deuxième tronçon, 
on prendra les termes jusqu’au trait affecté de l’indice II, etc. Pour 
déterminer les ordonnées sur le cinquième tronçon, on fera les calculs 
en prenant l'équation (4.18) tout entière. 

L'avantage de l’équation universelle est qu'elle permet de former 
l'équation de la déformée en contournant la détermination des cons- 
tantes arbitraires, nécessitant de gros calculs. Quel que soit le 
nombre de tronçons, on devra déterminer seulement deux constantes : 
Yo et Oo. 


Exemple 4.9. Ecrire l'équation de la déformée de la poutre (fig. 151) 
chargée danse sa partie moyenne par une charge répartie. 
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Déterminons d’abord la réaction et le moment à l'encastrement : 
P= gl, m=— À qe. 


Plaçons l’origine des coordonnées à l'encastrement. Ici 869=0 et yo=0. 
Puis on forme avec les termes de l'équation (4.18) l'équation de la poutre 
considérée : 

23 3 ,:=. (z— 18 (z— 21) 
sat get A Lo 2 
Elyse ut 5% mn: 


Le premier tronçon comprend les termes correspondant à la force et au 
moment à l'encastrement. Dans le deuxième tronçon vient s’y joindre le terme 


*| 
PaqlÂ g 
ge, 
Z 


Fig. 151 


correspondant à la charge répartie. Dans le troisième onon les déplacements 
se déterminent par tous les termes de l'équation écrite. Si l'on ouvre les paren- 
thèses, on obtient pour la dernière portion: 


EJ,y= + a+ gle. 


Comme il fallait s'y attendre, la déformée est une droite, puisque le moment 
fléchissant est nul. 


Exemple 4.10. Ecrire l'équation de la déformée de la poutre à deux 
appuis (fig. 152) et trouver les déplacements des points d'application des forces. 


2P 
! 
Ç 


Fig. 152 


La réaction d'appui est nulle à gauche, et elle est égale à 2P à droite. Pla- 
çons l'origine des coordonnées à l'appui gauche. Par conséquent, yo = 0. 
L'équation de la déformée s'écrit : 


_ (z—1)3 9p &—21)S 
EJ,y=EJ,007 Rs TR té 
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De la condition 


on détermine la quantité : 


PI2 
En définitive, 


PE |, Gi (2203 
EJy= 2] PR nt km: 


Pour déterminer les déplacements du point À on prend seulement le pre- 
mier terme de l'équation, et on a pour z=l: 


PIS 
V= ET, : 


Le signe + montre us le point À se déplace vers le haut. 
Pour déterminer les déplacements du point B on pose z=3l et on prend 
tous les termes de l'équation. On a alors: 


y=— 


4EJz | 


Le point B se déplace vers le bas. On a représenté fig. 152 la forme de 
la déformée de la poutre. 


$ 33. Flexion déviée 


On entend par flexion déviée, comme on le sait, un mode de fle- 
xion tel que le plan du moment fléchissant ne coïncide pas avec l’axe 
principal de la section. Le plus commode est de considérer la flexion 


- 


Fig. 153 


déviée comme la flexion simultanée de la barre dans les deux plans 
principaux zr et zy (fig. 153). A cet effet, on décompose le moment 
fléchissant Mrex en ses composantes selon les axes x et y: 


Mz:=Mtexsint, M,y=Mtexz COS &. 
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La contrainte normale au point de coordonnées x et y se déter- 
mine par la somme des contraintes dues aux moments M. et M,, 
c'est-à-dire : 


© = Ti (4.19) 
ou: 
= si = 
O = Mtiez ( 7; si a+ T, cosa) ï 
Par conséquent, si l’on reporte en chaque point de la section sur 
la normale le vecteur o, son extrémité, comme dans le cas de la fle- 
xion pure, décrit un plan. On trouve l’équation de la ligne neutre 
dans la section en faisant o = 0: 


Jr 
nr ctg a. (4.20) 


Il est facile d'établir qu'en flexion déviée la ligne neutre n’est 
pas perpendiculaire au plan du moment fléchissant. En effet, le 
coefficient angulaire de la trace du plan du moment k, (fig. 153,b) 
est la tangente de l'angle «: 


ki=tga. 
Le coefficient angulaire de la ligne neutre [formule (4.20)] est : 
k= — ct a. 


Comme en général J,# J,, la condition d’orthogonalité des 
droites, connue de la géométrie analytique, n'est pas observée, puis- 


que k,  — 1. D'une manière parlante, la barre « préfère » fléchir 


non pas dans le plan du moment fléchissant, mais dans un certain 
autre plan où la rigidité à la flexion est moindre. C'est pourquoi 
la ligne neutre n’est pas perpendiculaire au plan du moment, mais 
quelque peu tournée vers l'axe du moment d'inertie minimum 
(fig. 153,b). 

Etant donné que l’épure des contraintes normales dans la section 
est linéaire, la contrainte maximum apparaît au point le plus éloigné 
de la ligne neutre. Soient z, et y, les coordonnées de ce point. On 
déduit alors de l'expression (4.19): 


Omax = T, FR. : (4.21) 


Lorsque la section a une forme simple (cercle, rectangle) le point 
le plus dangereux peut être déterminé d'emblée. Lorsque la section 
est plus compliquée, il est commode d’avoir recours à la méthode 
graphique. On dessine à cet effet la section à l’échelle et on mène 
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les axes principaux z et y. Puis, selon la formule (4.20), on construit 
la ligne neutre. On détermine à l’aide d’une règle et d’une équerre 
(fig. 154) le point le plus éloigné de la ligne neutre et on relève ses 
coordonnées zx, et y, directement sur 
le dessin. 


Exemple 4.11. Une poutre de profil 
en forme de cornière (fig. 155), encastrée 
à une extrémité, est soumise son poids 
propre. On demande de déterminer la con- 
trainte maximum à l'encastrement. Les don- 
nées sont: 1 = 3 m, profilé n° 10, épaisseur 
du profilé Ô = 10 mm. 

On détermine d’après la table des profi- 
lés standard (cf. appendice) le poids courant 
de la poutre: g = 0,151 kgf/cm. La moment 
fléchissant maximum est: 


gi 
M=——= 6790 kgfcm. 
Fig. 154 2 


| Le plan de ce moment est parallèle au côté 
de la cornière et forme avec les axes principaux l'angle « = 45° 

Dessinons à l'échelle la section droite (fig. 156) et menons les axes princi- 
paux centraux z et y. On trouve dans la table: 


Jr=Jmax—284 cmt, J,=Jmin=74,9 cmt. 


D'après la formule (4.20), on trouve l'équation de la ligne neutre : 


284 TRES 
y= 274, 845 = —3,79z. 


On mène cette droite sur le dessin et on cherche le point À qui en est 


Fig. 155 


le plus éloigné (fig. 156). Les coordonnées de ce point sont : 
zi—= —3,6 cm, y— —6,4 cm. 


On détermine d’après la formule (4.21): 
M,=M,=M V2 4150 kgfcm, 


4750.6,4 _4750-3,6 _ 


LAS ee _ 2. 
Omax = DA 74,9 335 kgf/cm 
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Exemple 4.12. Là poutre sur deux appuis de la fig. 157,a est chargée 
par des forces P et 2P. Déterminer la contrainte maximum, sachant que la 
section de la poutre est un rectangle de côtés b et 2b (fig. 157, b). 


LL 4 


Hi 


Fig. 157 


Dans notre cas les forces extérieures sont spplquées selon les axes princi- 
qauz de la section, et le plus commode est de considérer séparément les épures 

es moments fléchissants de l'une et de l’autre force. Les points les plus dange- 
reux sont les points situés sur l’arête AB, où s'ajoutent les contraintes maxima 
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“ compression, ou sur l’arête CD, où s'ajoutent les contraintes maxima de 
raction. 

Considérons la partie moyenne. A la distance z de l'appui gauche 
(fig. 157,c) on a: 


Ma (82), 
P 
M, 3 z. 
Pour le point de l'arête CD: 
__2P 3l—z, P z 
Omer W, T3 W,: 
Comme 
b (2b)?2 
Le 6 
et 
2bb2 
Wy= ; 
il résulte que pour la partie moyenne Gümax ne dépend pas de = et est égale à : 
3P1 
Sax = 55 


$ 34. Traction et compression excentrées 


Lorsque la traction est excentrée, la résultante des forces exté- 
rieures ne coïncide pas avec l’axe de la barre, comme pour la traction 
ordinaire, mais est décalée par rapport à l’axe z tout en lui restant 
parallèle (fig. 158). 

Soient zx, et y, les coordonnées du point d'application À de la 
résultante des forces extérieures (fig. 158). Alors, la résultante P 
donne par rapport aux axes principaux les moments: 


M = Pyo 
My=P%. 


Par conséquent, une traction (compression) excentrée s'apparente 
à une flexion déviée. Cependant, à l'encontre de cette dernière, il 
apparaît dans la section droite de la barre non seulement des moments 
fléchissants, mais aussi une force normale N = P. 

En un point arbitraire B de coordonnées zx, y la contrainte norma- 
le o est donnée par l’expression : 
Pb LEE, (4.22) 

y 


zx 


P 
= + 
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L'épure spatiale des contraintes forme un plan. On obtient l'équa- 
tion de la ligne neutre en égalant o à 0: 


1 ÿoY , oz 
++ = Gr Fo à (4.23) 


Les contraintes maxima, de même que pour la flexion déviée, 
ont lieu au point de coordonnées z;, y, le plus élaigné de la ligne 
neutre : 

=P (1 Voys., 27 
Gmex = P (++ 7 +5) . 

En traction (compression) excen- 
trée, à l'encontre de la flexion 
déviée, la ligne neutre ne passe 
pas par le centre de gravité de la 
section. Lorsque z, et y, sont posi- 
tifs, au moins une des quantités 


Ligne neutre 


Fig. 158 Fig. 159 


z et y dans l'équation (4.23) doit être négative. Par conséquent, si 
le point d'application de la force P se trouve dans le premier qua- 
drant, la ligne neutre passe de l’autre côté du centre de gravité dans 
les quadrants 2, 3, 4 (fig. 159). 

Comme on le sait du cours de géométrie analytique, la distance 
de l’origine des coordonnées à une droite 


ay+brz+c—=0 
est 
C 
= e 


11—522 
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Dans notre cas (fig. 159): 
1 
(= (4.24) 
ms . = ‘ 
V 75 

Par conséquent, au fur et à mesure que le point d’application 
de la force se rapproche du centre de gravité de la section, la ligne 
neutre s’en éloigne. A la limite, lorsque x, — y, == 0, la force P 
étant appliquée axialement, la ligne neutre est rejctée à l'infini. 
Alors les contraintes sont réparties uniformément dans la section. 
Lorsque le point d'application de la force s'éloigne du centre de gra- 
vité, le segment OC diminue et, par conséquent, la ligne neutre se 
rapproche du centre de gravité. 

I] résulte de ce qui vient d’être dit qu’en traction ou compression 
excentrées la ligne neutre peut couper la section ou aussi bien passer 
en dehors. Dans le premier cas on a des contraintes de traction et de 
compression. Dans le second cas les contraintes ont le même signe 
en tous les points de la section. 

Cette question intervient, par exemple, dans le calcul des colon- 
nes en briques. Un briquetage résiste mal à la traction. Aussi est-il 
désirable que les contraintes en compression excentrée soient compri- 
mantes pour toute la section et que la ligne neutre passe en dehors 
de la section. I1 faut à cet effet que la force extérieure soit appiiquée 
suffisamment près du centre de gravité. 

Il existe au voisinage du centre de gravité une région dite noyau 
central de la section. Si la trace de la force P se trouve à l’intérieur 
du noyau, les contraintes ont le même signe en tous les points de la 
section. Si la force est appliquée en dehors du noyau, la ligne neutre 
coupe la section et les contraintes dans la section sont aussi bien de 
traction que de compression. Lorsque le point d'application de la 
force se trouve sur la frontière du noyau, la ligne neutre est tangente 
au contour de la section. Pour déterminer le noyau, il faut se repré- 
senter que la ligne neutre épouse la forme de la section. Le point 
d'application de la force décrit alors le contour du noyau. 


Considérons quelques exemples. 


Exemple 4.13. Etablir laquelle des deux barres (fig. 160) résiste 
le mieux sans indices de déformations plastiques. 

Dans le cas a) la force P est excentrée pour la section affaiblie. Son bras 
par rapport à l'axe y est _ . Par conséquent, la contrainte de traction maxi- 


mum est: 
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Daos le cas b) la force P est centrale et 


Omar . 


Par conséquent, la contrainte est plus petite dans la barre portant l'évide- 
ment bilatéral. 


Exemple 4.14. Déterminer les dimensions du noyau d'uro barre 
circulaire de rayon À. 

Par raison de symétrie, le noÿau doit être également circulaire. Supposons 
que le point d’application de la force soit sur l'axe y et que la ligne neutre soit 
tangente au contour de la section 
p p (fig. La Alurs. OC = R, yo=r. 

Zo —= LV. 
Tenant compte que F = nR°et 


z 


x F7 On déduit de la formule 
(4.24) le rayon du noyau: 


RE 
Z- 
E xemple 4.15. Déterminer le 
noyau d'une harre à section rectan- 
gulaire de côtés b et h (fig. 162). 
D'après la formule (4.24), déter- 
minons d’abord l’ordonnée y, du point 
r4 F1 ha A d'intersection du contour du noyau 


Tr = 


Q 


Fig. 160 Fig. 161 


avec l’axe y. Lorsque la trace de la force normale se trouve au point 4, 
la ligne neutre se confond avec la base du rectangle, et alors: 


3 
OC=+ ; %=0: F—=bh; jee 


* 12 
La formule (4.24) donne : 
h 


= . 


{4e 
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Lorsque la résultante des forces se déplace au point B situé à la distance + 


du centre de gravité, la ligne neutre coïncide avec le côté droit du rectangle. Les 
ES et B’ sont les symétriques de 4 et B 
(fig. . 

Reste à savoir quelle sera la courbe décrite 
de À à B par le point d'application de la force 
P lorsque la ligne neutre tourne autour de 
l'angle inférieur droit de la section (fig. 162). 
La formule (4.23) exprime la condition pe 
laquelle la contrainte normale est nulle à un 
certain point de la section. Paseo que la 

infé 


contrainte soit nulle à l'angle rieur droit, 
c'est-à-dire au point de coordonnées y — — La 


etz = + + . Alors l'équation (4.23) donne: 


h D 
4 WT T7 


ms + ms 0, ou 
742 12 
Fig. 162 4 # + =0 
( 


Nous considérerons que zo et y, sont variables. 11 est évident que lorsque 
la ligne neutre tourne autour du point fixe, le point d'application de la force P 
décrit une droite. Dans notre cas concret cette droite passe par les points À et B. 
Joignant les points À, B, A’ et B° par des ssgments de droite, on obtient le 
noyau de la section en forme de losange. 


$ 35. Flexion d’une barre à forte courbure initiale 


Jusqu'à présent on ne considérait que des problèmes liés à la 
flexion d’une barre droite. Venons-en maintenant à la flexion d’une 
barre à courbure initiale, en supposant que les forces extérieures 
soient appliquées dans le plan de la courbure. 

On convient de distinguer les barres à faible et à forte courbure 
initiale. Le critère fondamental d'une telle classification est donné 
par le rapport de la hauteur de la section h dans le plan de la courbure 
et du rayon de courbure de la barre p,. Si ce rapport est très petit 
par rapport à l'unité (k/p, = 0,2 et moins), on admet que la barre 
est à faible courbure initiale. Pour une barre à forte courbure initia- 
le le rapport h/p, est comparable à l'unité. Ainsi, cette classification 
est conventionnelle et n’a pas de limite bien déterminée. 

Les formules établies précédemment pour une barre droite con- 
viennent également à une barre à faible courbure initiale. Il est 
évident que seule la formule (4.5), déterminant la courbure de la 
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barre chargée, est modifiée. On a à sa place pour une barre à faible 
courbure initiale : 


LOU (4.25) 


1 étant la courbure de la barre non chargée. Par conséquent, les 


problèmes de calcul d’une barre à faible courbure initiale n'ont rien 
de particulier. La question des 
déplacements sera examinée spé- 
cialement au chap. V. 

Passons maintenant à la barre 
à forte courbure initiale. Le pro- 
blème du calcul de la résistance 
du crochet d'un monte-charge 
ou des maillons d’une chaîne 
métallique (fig. 163) se ramène 
au schéma d’une telle barre. 
Supposons que l’on ait un tron- 
çon de barre à forte courbure 
initiale de section constante 
chargée à ses extrémités par des 
moments M (fig. 164). De même 
que ppur une barre droite ($ 29), 
on peut montrer que l’ensemble 
des points d'une section droite 
forme également un plan après 
la flexion, mais tourné dans 
l'espace. En d’autres termes, les Fig. 163 
sections droites d’une barre 
à forte courbure initiale restent planes en flexion pure. 
Découpons dans la barre à courbure initiale un tronçon élémentai- 


Gr 
Auttit,g 
vtt, 
CAT CA 

Lo) 


à 
Fig. 164 

re par deux sections normales voisines (fig. 164). Lors de la flexion 
une des sections tourne par rapport à l’autre de l'angle A d tout 
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en restant plane et les couches longitudinales s’allongent quelque 
peu. 

Introduisons les notations nécessaires. Désignons par po 
(fig. 164,a) le rayon de courbure de l'axe de la barre (du lieu des 
centres de gravité) et par r, le rayon de courbure de la couche neutre. 
La quantitéron ‘est pas encore connue. On verra par la suite que r, 
est toujours plus petit que p, et que la ligne de la barre à forte courbu- 
re initiale est déplacée par rapport au centre de gravité vers le centre 
de courbure. On comptera l’ordonnée y à partir de la ligne neutre. 

L'allongement de la couche AB (fig. 164,b) est : 

__ BB ____yAdg 
AB (ro+y)dp 

On suppose ici que pendant la flexion de la barre la valeur de y 
ne varie pas. Toutefois, à strictement parler, il n'en est pas ainsi. 
Si l’on considère les conditions d’ équilibre d’une bande élémentaire 
AB (fig. 164,c), il devient évident qu'il doit exister entre des fibres 
voisines une interaction se traduisant par des forces radiales, ce qui 
fait que la forme de la section droite de la barre varie et que y n’est 

plus le même. Pour les sections pleines cette variation est tout à fait 
à égligesble. Mais pour une barre à parois minces les déplacements 
radiaux des fibres sont assez importants et peuvent radicalement 
modifier la répartition des contraintes dans la section. 


Le rapport a est proportionnel à la variation de la courbure 
de la barre. Il résulte de la fig. 164 que le segment : 
CD= (dp+Adœ}r, 
r étant le rayon de courbure de la couche neutre après la défor- 
mation, et d'autre part: 
CD=rod9. 
Egalant ces deux expressions, il vient : 


RER e 


d r ro 
Par conséquent, on peut écrire que: 
SN TR à 
FTo+y ro (> 5) É 
et ensuite : ; : 
o=En(+-). (4.26) 


Dans les expressions obtenues s'exprime clairement la particula- 
rité fondamentale d'une barre à forte courbure initiale : les dimensions 
de la section droite sont du même ordre de grandeur que r,, aussi 
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la quantité y au dénominateur intervient-elle effectivement, et la 
répartition des contraintes selon la hauteur de la section n’est pas 
linéaire. Pour une barre à faible courbure initiale y est petit en com- 
paraison de r, et 


Pour : = 0 cette expression 
se réduit à l’expression (4.3) pour 
une barre droite. 

Nous supposerons pour la sim- 
plicité que la section de la barre 
est symétrique par rapport au 


plan de la courbure. Alors l’axe RE 
y dans la section est un axe de 
symétrie (fig. 165) et le moment Fig. 165 


des forces élémentaires © dF par 
rapport à cet axe est nul. Ecrivons à présent l'expression de 
la force normale JV et du moment fléchissant Mix: 


N=— j odF, Mrex = oydF, 
F 


s 


ou, après avoir substitué à © son expression (4.26), on a: 
N=En(t—À) [44 


ro/ } ro+y ? 
Mam=Bn (1-4) [AE 
Comme la force normale est nulle, on a: 
Jar 0 (4.27) 


Transformons l'expression de Mr#iex en décomposant en deux par- 
ties l'intégrale qu'elle contient : 


Me = Ero (+5 LS ydF—r f +] : 
F F 


La première intégrale représente le moment statique de la section 
par rapport à la ligne neutre et est égale au produit Fe, e étant 
la distance de la ligne neutre au centre de gravité, 


e= Po —To- (4.28) 
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La deuxième intégrale est nulle en vertu de (4.27). Par consé- 
quent, 


Mie = Ero (+5) Fe. (4.29) 
Eliminant au moyen de cette dernière expression la différence 


des courbures dans l’expression (4.26) de o, on obtient la formule 
de calcul pour la détermination des contraintes normales : 


_ M y 
o=— 7x Fr (4.30) 


Comme on le voit, la variation des contraintes n'est pas linéaire 
dans la hauteur de la section. L'’épure des contraintes. est une 


Fig. 166 Fig. 167 


hyperbole dont une des asymptotes coïncide avec l’axe passant par 
le centre de courbure (fig. 166). Selon la forme de la section, les 
contraintes maxima peuvent avoir lieu au point supérieur ou bien 
au point inférieur de la section. 

Pour se servir de la formule (4.30), il faut déterminer r,. Consi- 
dérons à cet effet l'intégrale (4.27). Introduisons la nouvelle varia- 
ble u: 


u=Te+y 
(fig. 167). Alors l'expression (4.27) devient : 
| HO qF 0, 
u 
d'où L 
To= 7: (4.31) 
a 
F 


L'intégrale au dénominateur représente une caractéristique géo- 
métrique de la section, tels par exemple le moment statique ou le 
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moment d'inertie. Notamment, on a pour un rectangle (fig. 168,a) : 


po +3 4h 
dF du 2 
Po—; 2 . 
ou, en vertu de la formule (4.31): 
h 
To = . 
Pot + 
Log ñ 
Po TZ 


Le déplacement de la ligne neutre par rapport au centre de 


gravité est : 


Po ————— 7% . (4.32) 


D'une manière analogue pour une barre de section circulaire 
(fig. 168,b) on obtient après intégration: 


e= 7 (po—V PR). (4.33) 


Le calcul de la quantité e, en tant que différence entre p, et ro, est très in- 
commode, notamment dans le cas d'une barre à courbure initiale relativement 
faible. Le fait est que la différence des grandes quantités po et re est très petite, 
mais elle doit être calculée avec précision, puisqu'elle influe directement sur 
le résultat du calcul des contraintes o par la formule (4.30). Aussi est-on obligé 
de calculer r, avec un grand nombre de décimales. 
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On a élaboré pour les cas analogues une méthode de développement en série 
de la différence mentionnée avec élimination des premiers termes, se réduisant 
mutuellement. Ainsi, dans l'exemple considérée de la section rectangulaire 
on a: 


l 
Log ne 2e 2 (+5 (+ 


AA 1— 2po 2Po 

2 2P0 
d'où 

h sans h_\6 ] 
h PL \3p5 ) 45 %) os (2x) rl 

Po+-5- 

Log F 
Po 


Retournant à l'expression (4.32), on voit que les quantités po se réduisent 
mutuellement et le déplacement e se détermine sans perte de précision au 
woyen de la série : 


1 h \2 Ah \2, 4 [ h \s 
of) [its (s) +a8 (2) +]. 
Lorsque Lee, on peut se contenter avec unc précision suffisante d'un 
PE (2) 
SA 3 Po “2po . 
D'une manière analogue se transforme l'expression (4.33) : 


VRR-n(-t(2)Lt (A) 42 (A) 


Po Po 
2 4 
+ DORE 


Tout ce qui vient d'être dit peut être facilement étendu au cas où la 
seclion est quelconque. Recopions l'expression (4.27) sous la forme : 


( y dF y—e+te dF -yi+e dF=0, 


seul terme do la série: 


À ro+y — 
? o+y 2'ote+y e Lotus 


OÙ y =y—e est la distance de l'élément d'aire dF à l'axe central. 
ên en déduit l'expression de e: 


Y1 dF 
L Po+ y1 


e= — 


| nn ci 


Utilisons le développement : 


CRETE 
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et limitons-nous aux deux premiers termes de la série. On a alors: 


fn (-a ar 


11 est alors évident que : ÿ 

ez F . (4-34) 
où, comme pour la flexion d'une barre droite, J, est le moment d'inertie de la 
section par rapport à l'axe central. 


Exemple 4.16. Trouver la contrainte au point À d’un crochet à section 
trapézoïdale (fig. 169) de dimensions : b; — 4 cm, b2 = 1 cm, u,; — 3 cm, u2 = 
= 10 cm, h— 7 cm. On donne P = 2000 kgf. 

Déterminons d’abord le centre de gravité de La 
section. Le moment statique de la section par 
rapport à la grande base est : 


bah? | bi—br,, 

5 og h2. 
L'aire de la soction est égale à: 
ps h17s cm°. 


Faisant le quotient du moment statique par l'aire 

de la section, on trouve la distance y, de In base 
du trapèze au centre de gravité: 

_b+2b2 h_, 

Yo = DE 3 —2,8 cm. 


Le rayon est Po—=yo-+u1—=5,8 cm. Le moment 
d’inertie de la section par rapport à la base a 
pour grandeur : 
bah3 , (bi — 02) h3 « 
3 - +5 — —200,1 cmt. 
Passant à l'axe central zx, on a: 
Jx=—=200,1—2,82.17,5— 62,9 cmt. 


En se bornant à la valeur approchée de e donnée par la formule (4.34), on 


trouve : 
e=0,620 cm. 


La contrainte de flexion au point À se détermine par la formule (4.30), 
qui s'écrit dans notre cas: 


_ Ppo vo—e  2000-5,8 2,18 
= 


Hu 
ZZZar 


un 475-0620 3 —/77 kgf/emi. 
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Il convient d'ajouter à cette contrainte la contrainte de traction : 
= += 114 kgf/em?. 


De sorte que 
Ca—=891 kgf/cm?. 


Si l’on calcule e par la formule plus exacte (4.31), on a: 
F 


PSE on a 
Lost ue TE | Log 22 — (1 — 0) 
OA = 920 kgf/cm:. 


e =0,598 cm, 
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Chapitre V 


DÉPLACEMENTS DANS UNE BARRE SOUMISE 
À UNE CHARGE ARBITRAIRE 


$ 36. Energie potentielle d’une barre dans le cas 
général de chargement 


On a déterminé plus haut les déplacements dans une barre droite 
travaillant en traction, en torsion ou en flexion. Considérons à pré- 
sent le cas général de charge lorsqu'on peut avoir dans les sections 
droites de la barre des forces normales et des efforts tranchants, des 
moments fléchissants et de torsion. En outre, élargissons la sphère 
des questions examinées en supposant que la barre puisse être non 
seulement droite, mais qu’elle puisse posséder une faible courbure 
initiale ou qu'elle soit constituée de tronçons droits formant un 
système plan ou spatial. 

La solution du problème posé est nécessaire non seulement pour 
connaître la grandeur des déplacements et pour évaluer la rigidité 
des constructions. Sur la base de la détermination des déplacements 
on crée des méthodes générales de détermination des facteurs de force 
intérieurs dans les systèmes hyperstatiques, ce dont il sera question 
au chapitre suivant. La détermination des déplacements est aussi 
nécessaire dans l'étude des oscillations des systèmes élastiques (cf. 
chap. XV). 

On trouve le plus simplement les déplacements au moyen de 
relations énergétiques à partir de l'expression générale de l'énergie 
potentielle d'une barre chargée. 

Avant de déterminer l'énergie potentielle, on fait l’analyse des 
facteurs de force intérieurs dans la barre. Comme on le sait, cette 
analyse se fait au moyen de la méthode des sections et s’achève par 
la construction des épures des moments fléchissants et de torsion et, 
si besoin est, par la construction des épures des forces normales et 
des efforts tranchants. 

Les épures des facteurs de force intérieurs se construisent toujours 
sur la ligne axiale de la barre. Le facteur de force est reporté sur la 
normale à l’axe, comme on l’a représenté fig. 170. Dans le cas d’une 


Déplacements dans une barre 


Fig. 172 


Tr 
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barre quelconque (spatiale), on dessine habituellement la ligne axiale 
en perspective et on représente les épures des moments fléchissants 
dans les plans de flexion correspondants (fig. 171). L’épure des mo- 
ments de torsion ne se rapporte pas à un plan déterminé et, pour la 
distinguer de l’épure des moments fléchissants, on la hachure par 
une ligne en hélice. 

Pour déterminer l'énergie potentielle, découpons dans la barre 
un tronçon élémentaire de longueur dz (fig. 172). La barre pourra 
avoir une faible courbure initiale. Dans le cas général de charge, il 
apparaît dans chaque section droite six facteurs de force: trois de 
moment et trois de force. Vis-à-vis du tronçon élémentaire découpé, 
considérons que ces facteurs de force sont des facteurs extérieurs et 
déterminons leur travail lors de la déformation de l'élément. Ce 
travail est égal à l'énergie potentielle accumulée dans le tronçon 
élémentaire de la barre. 

On considérera que la sectiun gauche de l'élément (fig. 172) est 
immobile, ceci afin que le travail de tous les facteurs de force appli- 
qués à la section gauche soit nul. Le point d'application des forces 
dans la section droite subit pendant la déformation certains petits 
déplacements dont on cherche le travail correspondant. [1 est très 
important qu'il corresponde à chacun des six facteurs de force des 
déplacements sur lesquels aucun des cinq autres facteurs n'effectue 
un travail. Ainsi, sous l’action du moment M4, la section tourne 
d'un certain angle autour de l'axe 5. Seul ce moment M4 Cffectue 
un travail sur ce déplacement angulaire. Le dépiacement linéique 
le long de l'axe y est dû à la force Q,, et. seule, elle effectue un tra- 
vail sur ce déplacement. Par conséquent, l'énergie potentielle de l'élé- 
ment peut être considérée comme la somme des travaux indépendants 
de chacun des six facteurs de force. ou, en d'autres termes. comme 
la somine des énergies de torsion. de flexion, de traction et de cisaille- 
ment: 


dU = dU (More) + dU (Max) -+ dU (My) + dU (N)-+ 
+ dU (Qx) + dU (Qu). 6.1) 


Les expressions des quatre premiers termes nous sont déjà 
connues : 


ME di M3 d: 
dU (M tors) = dU (a) = Gi , 
M£ dz N2 dz 
QU (My) = ges UN = Er - 


Reste à déterminer l’érergie de cisaillement dU (Q,) et dU (Q,)- 
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Pour déterminer dU (Q,), considérons le prisme élémentaire de 
surface de base dF et de longueur dz (fig. 173). Ce prisme possède 


Fig. 173 Fig. 174 


une énergie égale à U, dF dz, U, étant l'énergie potentielle spéci- 
fique de cisaillement. En vertu du (2.3) $ 20: 


Uo= 5e . 
Par conséquent, 


J 
UodF di = dF ds. 
intégrant sur la surface F on trouve: 


a (Q)= 5 jar. 
F 


Mais, d'après la formule de Jouravski (4.12) $ 30 


Par conséquent, 


267 J 7 
ou 
Qidz p pr SaF 
TS IE 
Posons : 
F S*24F 
<=. (5.2) 
F 
Alors, 


dU (Q)= hs DE 
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D'une manière analogue : 


dU (Q)=R ÈS . 


Les coefficients. k. et k, sont des quantités sans dimensions 
dépendant de la forme géométrique de la section. Ainsi, pour une 
section rectangulaire de dimensions b et hk (fig. 174), le moment 
statique S% de l'aire hachurée par rapport à l'axe x est égal à 


Ensuite : 


dF=bdy, F=bh, J= te. 


Après des transformations faciles, on obtient d'après la for- 
mule (5.2): 


k=ke=ky =. 


Pour une section circulaire pleine k=® . Pour une section cir- 


culaire mince #—2, etc. 
L'expression (5.1) s'écrit maintenant : 


& Mid Mid M C2 & Q3 de 
More x 
dU = HET. Ets +5 there th Gr 


Pour obtenir l'énergie potentielle de la barre toute entière, il 
faut intégrer cette expression sur toute la longueur de Ia barre: 


Micrs 4 M3 dz N2 dz 


U= | Î "le 2EJ, + Fe DEF + 
l 


kxQZ dz kyQ3 ds 
(ia 26r + (9-3) 


Si la construction est complexe et comprend plusieurs éléments 
en forme de barre, après intégration sur chaque barre on fera la 
somme des énergies correspondant aux éléments constitutifs. 

Tous les termes de l'expression (5.3) ne sont pas toujours équiva- 
lents. Pour la plupart des systèmes rencontrés en pratique, lorsque 
les éléments constitutifs travaillent en flexion ou en torsion, les 
trois derniers termes de (5.3) sont essentiellement plus petits que les 
trois premiers. Autrement dit, l'énergie de traction et de cisaillement 
est en règle générale essentiellement plus petite que l'énergie de 
flexion ou de torsion. 
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Cependant, on a effectivement des cas où les termes considérés 
sont d'un même ordre de grandeur. Ainsi, pour la barre en traction 


Fig. 175 


excentrée (fig. 175) pour a petit, l'énergie de traction et l'énergie 
de flexion sont d’un même ordre de grandeur. 


$ 37. Théorème de Castigliano 


Pour déterminer les déplacements d’une barre on peut partir du 
théorème de Castigliano: 

La dérivée partielle de l'énergie potentielle d'un système par.rapport 
à La force est égale au déplacement du point d'application de la force 
dans la direction de cette force. 

Ce théorème demande à être expliqué. Nous entendrons par 
déplacement dans une direction donnée la projection du déplacement 
total sur cette direction. On entendra 
donc par déplacement du point d’applica- 
tion d'une force dans la direction de la 
force la projection du déplacement total 
de cette force sur le support de la force. 

Considérons un corps élastique chargé 
par un système quelconque de forces et 
maintenu par tel ou tel moyen, mais 
de sorte que ce corps ne puisse se déplacer 
comme un tout rigide (fig. 176). 

Fig. 176 Soit U l'énergie potentielle de défor- 

mation accumulée dans le corps par 

suite du travail des forces extérieures. Donnons à l’une des 
forces, par exemple à P,, l'accroissement dP,. L'’accroissement 


de l'énergie potentielle U sera _. dP, et l'expression de l'énergie 


Ph 


devient : 
U+ FR dPn. (5.4) 


Changeons maintenant l’ordre de l'application des forces. Appli- 
quons d’abord au corps élastique la force dP,. Le point d'application 
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de cette force subit respectivement un petit déplacement, dont la 
projection sur la direction de la force dP, est égale à dô,. Le travail 


de la force dP, est alors Este . Appliquons maintenant le système 


de forces extérieures tout entier. En l'absence de la force dP, l’éner- 
gie potentielle du système reprendrait de nouveau la valeur U. Mais 
à présent cette énergie varie de la quantité de travail supplémentaire 
dP,6,, effectué par la force dP, sur le déplacement 6,, résultant du 
système tout entier des forces extérieures. La quantité 6, représente 
de nouveau la projection de déplacement total sur la direction de la 
force P,. On n’affecte pas le produit dP,6, du coefficient 1/2, étant 
donné que sur le déplacement ô, la force dP, est invariable. 

En définitive, lorsqu' on applique les forces dans l’ordre inverse, 
l’expression de l'énergie potentielle est donnée sous la forme: 


U + dPaôn ++ dPa dôn. (5.5) 
Egalant cette expression à (5.4) et rejetant le produit dEs #08 ; 


en tant qu'infiniment petit d'ordre supérieur, on trouve : 


CLé4 2 
Ôn = Pr . (5 6) 


Par conséquent, en différentiant l'énergie potentielle par rapport 
à l’une des forces extérieures (les autres forces étant constantes), on 
trouve la projection du déplacement du point d'application de cette 
force sur le support de celle-ci. 

Analysant à nouveau nos raisonnements pour établir la formule 
(5.6), on voit facilement que dans cette expression la force P, peut 
être considérée comme une force généralisée, c’est-à-dire. en général, 
comme un certain facteur de force. Alors la quantité 6, devra être 
considérée comme un déplacement généralisé, c'est-à-dire comme 
un paramètre géométrique sur lequel la force P, effectue son travail. 
Ainsi, si P, est le moment extérieur M (fig. 176)... 6, sera le déplace- 
ment angulaire au point d'application du moment dans la direction 
du moment. Si un corps est chargé par des forces hydrostatiques, en 
prenant la différentielle de l’énergie potentielle par rapport à la 
pression, on obtient la variation du volume du corps. 

Lors de la démonstration du théorème de Castigliano on n’a impo- 
sé aucune restriction ni à la forme du corps ni au système de forces 
extérieures. Plus encore, on ne s'est même pas posé la question de 
savoir si le corps suivait ou non la loi de Hooke. Toutefois, ces 
restrictions existent intrinsèquement. 

Si la dépendance entre les forces et les déplacements n'est pas 
linéaire, le travail effectué par le système des forces extérieures sera 
différent selon que ce système est appliqué avant ou après la force 
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dP,. Autrement dit, le terme U dans les expressions (5.4) et (5.5) 
n'est pas le même. Alors. le théorème de Castigliano n'est plus vrai. 

Dans la plupart des problèmes rencontrés en pratique. la relation 
entre les forces et les déplacements est linéaire et le théorème de 
Castigliano s'applique intégralement à la solution de ces problè- 
mes. Font exception les systèmes auxquels ne peuvent s'appliquer 
le principe de l’invariance des dimensions initiales et le principe 
de l’indépendance des effets des forces. Des exemples de tels systè- 
mes ont été apportés précédemment (cf. $ 6). Lors de la détermina- 
tion des déplacements dans de tels systèmes on ne peut se servir du 
théorème de Castigliano sous la forme actuelle. 


Considérons des exemples simples de détermination des déplacements au 
moyen du théorème de Castigliano. 


Exemple 5.1. Déterminer à l’aide du théorème de Castigliano l’angle 
de rotation du champ droit de la barre (fig. 177) chargée par un moment %. 


1 
Fig. 178 


L'énergie potentielle interne de torsion de la barre est égale, en vertu de 
l'expression (5.3), à 


y More de 
on 2GJr ‘ 
Etant donné que Mtors—, et la rigidité étant supposée invariante, 
on a: 
a! 
U=3GTx - 
Dérivant par rapport à %, on a: 
au mi 


PIN Gr’ 
et l'on retrouve l'expression connue de l’angle de torsion. 


Exemple 5.2. Déterminer la flèche de la console (fig. 178) chargée en 


son extrémité par une force P. ; . - ; : 
L'énergie potentielle d'une barre en flexion se détermine par l'expression : 


l 


M & 
tea 
0 
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A la distance = de l'extrémité de la barre 
M,= —P:. 
A rigidité constante EJ, on a: 
SL PSE 
_ GES, ‘ 


Le déplacement de l'extrémité de la barre sera : 


Cette valeur de la flèche a déjà été obtenue précédemment par la méthode d'inté- 
gration de la déformée d’une poutre. 


Exemple 5.3. Déterminer le déplacement vertical du point À de la 
construction représentée fig. 179. Les rigidités des barres sont les mêmes et 
égales à EF. 


Fig. 179 


Si l'on n'avait pas recours au théorème de Castigliano. il serait assez diffi- 
cile de résoudre un tel problème. 11 faudrait trouver les allongements de toutes 
les barres, puis, au moyen de transformations géométriques. établir la position 
des nœuds du système réticulé déformé. Un tel procédé de résolution conduirait 
sans aucun doute à de gros calculs. Ce problème se résout beaucoup plus simple- 
ment au moyen du théorème de Castigliano. 

Par la méthode des nœuds. trouvons d'abord les efforts dans chaque barre 
et faisons un tableau avec les valeurs obtenues du N (tableau 4). 


Tableau 4 


Pii Pl 
1 P l DEF 4 —P l DEF 
; | 2PU V2 s | 2PA V2 

2 |-PV2i| 1V2 EF 5 |-PV2| 1 V2 
Pal 4P3I 

3 P I EF 6 2P I SEF 
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Déterminons ensuite la valeur de l'énergie potentielle de chaque barre: 
Nil 
2EF 


et remplissons la dernière colonne du tableau. Faisant la somme, on trouve: 


| U=- ss F PE (r6a V2). 
Le déplacement cherché du point À e égal à: 


da = (1+4 V2). 


Ui= 
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La détermination des déplacements à l’aide du théorème de 
Castigliano, comme on l’a vu par des exemples, a ce défaut évident 
qu'il permet seulement de déterminer les déplacements des points 
d'application des forces extérieures 
et seulement dans la direction de ces 
forces. Or, en pratique, on a besoin de 

M déterminer les déplacements de points 
Pe quelconques et dans n'importe quelle 
direction. 
A On trouve assez simplement une 
; issue à cette difficulté. S'il faut déter- 
y? miner le déplacement en un point où 
il n'est pas appliqué de force, nous 
|. appliquons nous-mêmes une force D 
en ce point dans la direction qui nous 
Fig. 180 intéresse. Puis on forme l'expression 
de l'énergie potentielle du système 
compte tenu de la force ®. Dérivant l'énergie par rapport à 
®, on trouve le déplacement du point considéré dans la direction 
de la force appliquée O. Il suffit à présent de « se rappeler » 
qu'il n'y a pas en réalité de force ® et de la poser égale à zéro. 
Ainsi se détermine le déplacement cherché. 

Déterminons le déplacement du point À dans la direction de 
l'axe x,. Pour une barre chargée par un système arbitraire de forces 
extérieures (fig. 180), appliquons la force ® au point À dans la direc- 
tion de x,. Les facteurs de force intérieurs dans chaque section droite 
de la barre varient alors en général de quantités dépendant de la 
force D. Ainsi, le moment de torsion dans une certaine section droite 
s'écrira : 


Ps 


Miors P+ Mors @: 
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le premier terme étant le moment dû au système donné de forces 
extérieures et le second le moment supplémentaire dû à la force ©. 
[] va de soi que M+ors p et Mtors © Sont des fonctions de z, c’est-à-dire 
varient le long de la barre. Des termes analogues apparaissent pour 
les autres facteurs de force intérieurs: 


Mx=Mzp+ Mo, 
My =Myr + Mi, 
etc. 
Il est tout à fait évident que les facteurs de force nouveaux 
Mtors æ Mo et autres sont proportionnels à la force ®. Si, par 


exemple, on double la force ®, les nouveaux facteurs de force se 
doublent également. Par conséquent, 


Miors = Miors p+ Miors ©, ) 


Mz=Mzp+ M0, | 
My=Myp+ My, (5.7 
N=Np+No, ‘ 


Qx — QxP + Qx1O, 
Qu = Que + QD, 


Miors 1» Mu, etc., étant des coefficients de proportionnalité dépen- 
dant de la position de la section considérée, c'est-à-dire qu'ils varient 
le long de la barre. Si l'on fait disparaître le système de forces exté- 
rieures et si l’on remplace la force © par la force unitaire, alors: 
Mtors nn Mtors:: 
M x — M. xir 
etc. 

. Par conséquent, Miors 1» Mans Mynr Nis Qu et Qu ne sont pas 
autre chose que les facteurs de force intérieurs engendrés danslasection 
droite de la barre sous l'action de la force unitaire appliquée au 
point considéré et dans la direction donnée. 

Retournons maintenant à l'expression de l'énergie (5.3) et rempla- 


çons-y les facteurs de force intérieurs par leurs nouvelles valeurs 
(5.7). Alors, 


Ü= (Mtors P + Mtors 10)? dz + (Mxp+ Mx1O)° ds 
l 


+ 


Myp+My1O)° dz (Np+ NO)? dc 
+ = 2EJy Tv Î "—_2EF Le 


ke 2 k ©}: d 
+ Corte) <+] AS TENT )° dz 
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Dérivant cette expression par rapport à ® et faisant ensuite © =0, 
on trouve le déplacement du point À : 


= __ ( Mtors PMtors 1 dz MxPpMx dr MypMys ds 
êa= 0 == | CJr +] ES: e EJ, + 


Les intégrales obtenues sont appelées intégrales de Mohr. 


Notons que les intégrales de Mohr peuvent être établies indépendamment 
du théorème de Le era par des considérations géométriques simples. Consi- 
dérons, par exemple, la barre plane nee fig. 181 et déterminons le dépla- 
cement du point À dans la direction de z,. On admettra pour simplifier que le 
déplacement cherché est le résultat d'une seule flexion. 


Fig. 181 


Sur un élément de longueur dz il y a variation de la courbure de la barre et 
la section droite tourne par rapport à la section gauche de l'angle: 


a (3-5) 


L étant la nouvelle et ss l'ancienne courbure de la barre. 


Par suite de l'apparition de l’angle local de rotation. la partie droite de la 
barre tourne comme un tout rigide, et le point À se déplace selon x; de la 
quantité : 

dôa = AA” = AA’ sin a—=0A sin a d8. 
Or, 
0Asina=0B, 
Par conséquent, 
do À = OB d8. 


Le segment OB n'est pas autre chose que le moment par rapport au 
point O de la force unitaire appliquée au point À dans la direction x. 
Par conséquent, 


dôa = M; d6, 
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ou 


d'ou 


On forme d'une manière analogue l'expression des déplacements de la 
torsion, de la traction et du cisaillement. Dans le cas général : 


da= [ OpMiors à + | (5) Mad+ 
l l 


à [ (2) Mu di+ Î ep dr+ [ Yx0u + [ VurQus de. (59) 


L'expression (5.9) est plus universelle que l'expression (5.8), puisqu'elle n'im- 
plique pas la linéarité de 6, (5-5) , €, etc., en fonction des facteurs de force 


intérieurs. Elle est applicable, notam- 
ment, au cas de la flexion et de la torsion 
inélastiques d'une barre. 

Si le matériau obéit à la loi de 
Hooke, 


et l'expression (5.9) se réduit à (5.8). 


Exemple 5.4 Déterminer le 
déplacement horizontal du point À de : 8 RE 
la barre (fig. 182). La rigidité est cons- 
tante et partout égale à EJ. 
Dans la barre considérée ce sont 
les déplacements de flexion qui jouent 2 
le rôle fondamental. Les déplacements Z, n 
dus à la traction et au cisaillement 
sont tout aussi petits en comparaison 
des déplacements de flexion que l'éner- Fig. 182 
gie de traction et de cisaillement en 
comparaison de l'énergie de flexion. C'est pourquoi on ne prend qu'une 
seule des six intégrales de Mohr (5.8), celle de la flexion: 


MpM ds 
ba= | — 77 — 


(il n'y a pas de flexion dans le deuxième plan ainsi que de torsion). 
Le moment fléchissant de la force P sur ls partie AB est nul. Sur le 
partie BC ’ 
M P = Ps, 
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et sur la partie CD 
Mp=PR(1+sin q). 


Ë des moment de force unitaire est nul sur la partie AC et sur CD il est 
égal à: 
Mi= —1-R (1— cos p). 
Le signe moins a été introduit parce que le moment fléchissant unitaire 
est dirigé dans le sens contraire à Mp. 
Le produit M PM, est nul sur la partie AC. C’est pourquoi l'intégration 
concerne seulement la partie CD. Remplaçant dz par R do, il vient : 


se 
2 
3 
da = LS f (+ sin p) (1 —cos p) dy, 
0 
d'où 
ô _a—1 PRS 
AT 2 EJ 


Le signe moins indique que le déplacement horizontal du point À est die 
gun pas selon la force unitaire, mais en sens inverse, c'est-à-dire à gauche 
(fig. 182.b). 


Exemple 5.5. Déterminer de combien s'ouvre l’entrefer dans l'anneau 
(fig. 183) sous l’action de la force P. La rigidité de l’anneau est EJ. 
Au point B (fig. 183) le moment fléchissant de la force donnée P est: 


Mp= PR (1—cos y), 


étant l'angle au centre. Supposant que l'extrémité gauche de l'anneau soit 
ixée, on applique à l'extrémité droite une force unitaire afin de trouver le 


Fig. 183 Fig. 184 


déplacement relatif d’une extrémité par rapport à l’autre (fig. 184,a). La réac- 
tion de l'appui étant égale à l'unité, les deux dessins 184,a et 184,b sont équi- 
valents. 11 résulte entre autres de ce qui a été dit, qu'en général, quand il faut 
trouver le déplacement relatif de deux points, il faudra spolques en ces points 
des forces unitaires égales et opposées supportées par la droite réunissant ces 
points. 

Le moment de la force unitaire est: 


My=R({—cos p). 
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Le déplacement relatif cherché des sections A est : 


2n 


_ (Mpbids _ PR | 
t 0 
ou pra 
daA=37x ET 


Exemple 5.6. Déterminer le déplacement relatif des sections AA pour 
le même anneau (cf. exemple précédent). mais les forces agissant perpendicu- 
lairement au plan de l'anneau (fig. 185). 


Fig. 185 Fig. 186 


Considérons l'anneau dans le plan (fig. 186). Il apparaît dans la section B 
uon seulement un moment fléchissant, mais aussi un moment de torsion. Le 
premier est égal au moment de la force P par rapport à l'axe y. et le second au 
moment de cette même force par rapport à l'axe z (fig. 186). 11 est évident que: 


M,=PRsing. Mtors=—PR(1—cos). 
Fe Appliquons aux points AA des forces unitaires au lieu de la force P. 
ors. 
My=Rsing, Mtorsi = R(1—cos 9). 


Prenant l'expression (5.8), on n’y retiendra que les deux premières 
intégrales, il vient : 


PR 27 
| 


—Cir 


aa 
PRS : 
(1—cos p}? dp+r Î sin? p dy, 
0 0 
ou 


da=nPR (+5) : 


Ici le déplacement cherché est déterminé par la rigidité de l'anneau 
aussi bien à la torsion qu’à la flexion. 
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Il résulte des exemples considérés que pour déterminer les dépla- 
cements d’une barre incurvée en forme d’arc de cercle on doit prendre 
les intégrales de fonctions trigonométriques élémentaires en diverses 
combinaisons. Comme ces combinaisons sont assez typiques, il nous 
paraît utile de donner un tableau des intégrales les plus fréquentes 
Icrs de la résolution de tels problèmes (cf. tableau 5). 


Tableau 5 
x 3x 
- œ 2 x 2 2x 
. FOUT Droodo | Sriodol [ro do] [rcm do! | rt) 4œ 
0 0 0 0 0 
1 |siny 1—cosp 4 2 1 0 
cos @ sin @ 1 0 —1 0 
sin? 7 { “a pi ue de 
? 2 (9 3 2 à 
—7 sin 2) 
4 (: 3 3 3x 
a LR Res == 
FIST 2 (o+ z 2 z ë 
+7 sin2p) 
1 1 1 
i — sin? Le 2 
5 |sinpcos z sin p 5 0 5 0 
6 |[1—cosp p—sinp 1 = +1 2n 
3 3n 3n 9n 
= 5 Z o—2si = 2 ELA 
7 | ({—0cos p) 5% 2sinp+ z 2 5 z +2 3n 
41... 
+7 sin 2p 
8 |(1—cos p) sin p | 1 —cos p— + 2 + 0 
1 
—— sin? 
3 siniq 
9 |(1—cos9) cos | sin g— + 0 + 0 
—— sin? 
z sin? q 


D RO 
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Le principal défaut de la détermination des déplacements au 
moyen de l’intégrale de Mohr est la nécessité de former les expressions 
analytiques des fonctions sous les intégrales. Ceci est particulière- 
ment gênant quand on détermine les déplacements dans une barre 
constituée d’un grand nombre de tronçons. Toutefois, si la barre est 
constituée de tronçons rectilignes de rigidité constante dans chaque 


= (2) 


8, 


Fig. 187 
tronçon, l'intégration peut être simplifiée. Cette simplification est 


basée sur le fait que les épures des facteurs de force unitaires sont 
linéaires sur les tronçons rectilignes. 


Supposons que l’on ait à intégrer le produit f, (z)-f, (z) de deux 
fonctions dans un intervalle L: 


t 
PAPTOBACL (5.10) 

0 
sous la condition que l’une des fonctions au moins soit linéaire. 


Soit 
f2(2)=b + kz. 
Alors, l'expression (5.10) s'écrit : 


t t 
J=6( fiz)dz+k f zf, (2) dz. 
0 0 


La première de ces intégrales représente l'aire délimitée par la 
courbe f,(z) (fig. 187) ou, en bref, l'aire de l’épure f, (2): 


l 
POLE 
0 
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La deuxième intégrale est le moment statique de cette aire par rap- 
port à l'axe y,, c’est-à-dire: 
t 


f 2f1 (2) dz = Qize.d.ges 
] 


Zc.a.g. étant l’abscisse du centre de gravité de la première épure 
On a à présent : 


J=Q, (b+ kzc.a.g.)- 
b+ kzc.a.g. = f2(2e.d.g.)- 


Or, 


Donc, 
J= Qif2 (2c.a.g.). 


Par conséquent, par la méthode de Verechtchaguine l'intégration 
est remplacée par le produit de l'aire de la première épure par l’ordon- 
née du point de la deuxième épure (linéaire) sous le centre de gravité 
de la première. 


Re in Q=31n 
cd Ÿ=, parabole 1 
F : be te 
Fig. 188 


Lorsque les deux fonctions f, (z) et f, (z) sont linéaires la multi- 
plication est commutative. On peut alors indifféremment multiplier 
l’aire de la première épure par l’ordonnée de la deuxième ou l'aire 
de la deuxième épure par l’ordonnée de la première. 

Chacune des intégrales de Mohr (5.8) contient des produits de 
fonctions: M;pM1 MtorspMtors etc. La méthode de Verechtcha- 
guine s'applique à chacune des six intégrales, et le produit des 
épures se fait de la même manière, qu’on ait construit les épures 
des moments fléchissants ou de torsion, ou des forces normales ou 
des efforts tranchants. La différence consiste seulement en ce que le 
« produit » des épures est divisé non pas par la rigidité EJ, comme 
pendant la flexion, mais par la rigidité GJ, s’il s'agit de torsion. 
ou par EF ou par GF s’il s’agit de traction ou de cisaillement. 

Il peut paraître au premier abord que la méthode de Verechtcha- 
guine ne donne pas de simplifications substantielles. Pour l’appli- 
quer, il faut calculer l'aire de l’épure des moments et la position 
de son centre de gravité, ce qui exige des intégrations lorsque les 
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épures sont complexes, comme dans la méthode de Mohr. Cependant, 
les épures des moments fléchissants rencontrées en pratique peuvent 
être, en règle générale, découpées en figures simples: rectangles, 
triangles et triangles paraboliques (fig. 188), pour lesquelles l'aire 
Q et le centre de gravité sont connus. En torsion, traction et cisaille- 
ment les épures sont encore plus simples: elles sont en général 
linéaires et constituées de combinaisons de rectangles et de tri- 
angles. 


Exemple 5.7. Déterminer par la méthode de Verechtchaguine le 
déplacement du point À de la poutre (fig. 189.a). 

Construisons l'épure des moments fléchissants des forces données P 
(fig. 189,b). Puis. écartant les forces 
extérieures. appliquons au point À une 
force unitaire dont on construira 
l'épure (fig. 189,c et d). Faisons ensuite 
le produit des épures. Sur la partie 
BC l'aire de l’épure des moments des 
forces données : 


Pr 
Q=—— ; 

L'ordonnée de l’épure unitaire 
sous le centre de gravité de l'épure 
des moments des forces données est 
pour cette partie : 


l 
M 1c-dg. 7 : 
Multipliant ces quantités, on trouve : 
PIS 
QMic.d.g. TG . 


Le tronçon BD ne peut être con- 
sidéré tout entier. étant donné que sur Fig. 189 
ce tronçun l'épure des moments de la €: 
force unitaire est une ligne brisée. 11 
faut prendre la moitié de ce tronçon. soit AB. Ici: 


PI2 5 SPIS 
En Mic d.£ =gL QM ic.d 8% : 
Ajoutant les expressions obtenues de Q M ic.d.g. On trouve : 


23P13 
(QWic.d.g)ac= 7 


Pour les parties situées à droite du point À on trouve, par raison de symétrie, 
le même résultat. C'est Li on double l'expression trouvée et on la divise 


par EJ, ce qui donne le déplacement : 
23P13 
Ba= GET 
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E xemple 5.8. Déterminer dans le système représenté fig. 190,a de 
combien s'écartent les points À sous l'action des forces LP. 


€) 


Fig. 190 


Construisons les épures des moments des forces données P et des forces 
unitaires appliquées aux points À (fig. 190,a et b). Il est évident que le produit 
des épures dans les tronçons verticaux 
A nul. On a pour le tronçon horizon- 
tal: 


Q=PB,  Micdg.=l, 
Par conséquent, 


Exemple 5.9. Déterminer le 
déplacement au point À de la console 
chargée uniformément, la densité de 
la charge étant q (fig. 191.a). 

Construisons les épures des mo- 
ments des forces données et de la force 
unitaire appliquée au point 4 (fig. 191 ,b 
et c). Le produit des épures doit être 
effectué séparément sur chaque moitié 
de la barre. Mais pour la moitié gauche 
l'épure des moments des forces données 
est un trapèze parabolique, dont nous 


ï 


SÉN 
Te + 


ë ne connaissons pas l’aire et le centre 
de gravité. Aussi. allons-nous décom- 
Fig. 191 poser l'épure. Au lieu de l'épure repré- 


sentée fig. 191,b construisons séparé- 
ment l’ pis de la charge située 
à droite et séparément celle de la charge à gauche du point À (fig. 194,4). 
On a maintenant sur la partie gauche. au lieu du trapèze parabolique, un 
rectangle, un triangle et un triangle parabolique. Les aires et les centres de 
gravité de toutes ces figures sont connus. 
Le produit des épures est nul pour la partie droite. A gauche, on 
a respectivement pour le rectangle, le triangle et le triangle parabolique les 
termes : 
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Exemple 5.10. Considérons un exemple de système spatial. Détermi- 
nons le déplacement au point À dans la direction k pour la barre spatiale 
(fig. 192.a). La rigidité des éléments en flexion dans l’un et l'autre plan est 
égale à EJ. La rigidité à la torsion est égale à GJ-. 

Les principaux déplacements dans le système sont les déplacements dus à 
la flexion.et à la torsion des barres. 

Construisons les épures des moments fléchissants des forces donnees et 
de la force unitaire (fig. 192,b et c). Multiplions les épures des moments flé- 
chissants. Seules les épures dans un même plan se multiplient. Ceci résulte 


4 


4, 
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de l'expression (5.8), où sous les signes d'intégration on multiplie seulement les 
moments M,PM;1 et M,PM,,, mais non pas M,PM et M,pM;. 

Nous donnons le résultat de la multiplication des épures des moments flé- 
chissants correspondant respectivement aux tronçons AB, BC, CD et DE: 


% . 


Etant donné que la rigidité à la flexion dans les deux plans est la même 
pour tous les tronçons, il convient d'ajouter toutes ces quantités et de divi- 
ser par EJ. 1l vient: 

2 Ps 
3 EJ " 

Les épures des moments de torsion seront multipliées seulement sur le 

tronçon CD. Les moments ont le même signe. C'est pourquoi l'on.a: 


PR 
+57 -L 
Le déplacement cherché est : 


2 1 
=PR|—— + — 
6a=Pl (a7+a) - 
13-522 
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Pour une barre à section circulaire : 
E 
GJr= ———— 0,77EJ. 
MT ET 
Dans ce cas: 
PI3 


OS TE . 


$ 40. Détermination des déplacements et des contraintes 
dans les ressorts à boudin 


Les ressorts à boudin sont parmi les éléments élastiques les plus 
répandus en constructions mécaniques. Ils sont employés dans des 
constructions très diverses en tant qu'accumulateurs. d'énergie élasti- 
que de mécanismes d'amortissement, de rappel et bien d’autres. 
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Fig. 193 


Les questions de calcul et de projet des ressorts à boudin relèvent 
des cours sur les pièces de machines et d'appareils. Toutefois, par 
suite des traditions établies, les formules de calcul sont déduites 
dans le cours de résistance des matériaux, étant donné que les exem- 
ples de calcul des ressorts sont une bonne illustration des méthodes 
de détermination des déplacements. 

Un ressort à boudin peut être considéré comme une barre fléchie. 
dont la ligne axiale représente dans le cas le plus simple une hélice. 
La forme géométrique de la ligne axiale est déterminée par le dia- 
mètre de la spire D, le nombre de spires n et l'angle de développe- 
ment & (fig. 193). On introduit également le pas de l’hélice s: 


s=xDtga. 
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Pour tous les ressorts rencontrés en pratique le pas s est beaucoup 
plus petit que le produit xD, et l'on pourra considérer que |” angle a 
est une quantité petite. D'’ordinaire &« << 5°. Les propriétés d’un 
ressort dépendent également de la forme de la section droite de la 
spire. D'ordinaire, les ressorts sont obtenus par enroulement d’un 
fil rond ; désignons le diamètre de la section du fil par d (fig. 193). 

Selon le mode de charge, les ressorts à boudin se divisent en 
ressorts de traction (fig. 194,a), de compression (fig. 194,b) et de torsion 


LA 


Fig. 194 


(fig. 194,c). Dans les deux premiers cas la résultante des forces de 
charge est dirigée selon l'axe du ressort. Le ressort de torsion est 
chargé par deux moments dans un plan perpendiculaire à l'axe 
du ressort. 

La particularité constructive des ressorts des types énumérés 
consiste dans la présentation de leurs extrémités. Les spires termi- 
nales des ressorts de traction et de torsion sont tordues de manière 
à permettre leur fixation aux pièces correspondantes. Les spires 
terminales des ressorts à compression sont aplaties et polies de 
manière à avoir des plans d'appui. Toutefois, lors de la détermina- 
tion des déplacements et des contraintes les particularités mention- 
nées des ressorts ne sont pas prises en considération et les spires 
terminales sont exclues de l’examen. 

Déterminons les variations de la hauteur d'un ressort de traction- 
compression sous l'effet d'une force axiale P. Il apparaît dans 
toute section droite d'une spire d'un ressort de traction us force 


intérieure résultante P (fig. 195,a) et un moment M — PE. La 


force totale dans la section est parallèle à l'axe du ressort et le plan 
13» 
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du moment M est confondu avec le plan du couple de forces P. 
La section droite normale de la spire est tournée d’un angle & par 
rapport à ce plan. Projetant le moment et la force sur des axes liés 
à la section (fig. 195,b), on a: 
D D . 
Miors = P --cosa; Mriex=P-sina; 
tors 2 flex 2 } (5.1 1) 
Q=Pcosa; N=Psina. 


Pour déterminer le déplacement axial 4, on applique aux extré- 
mités du ressort des forces unitaires et on trouve les facteurs de force 


Fig. 195 


intérieurs qui en résultent. Il est évident que ces derniers se déter- 
minent par les expressions (5.11) divisées par P: 


D D . 
Mio = 7 C0Sa; Mnex = sing; Qi=cosa; 


N,=sin ec. 


Pour déterminer les déplacements dans un ressort cylindrique 
il faut, par conséquent, écrire quatre des six intégrales de Mohr 
{formule (5.8)]. Toutefois, comme pour n'importe quelle barre, les 
déplacements dus aux forces normale et transversale sont petits et, 
par suite de la petitesse de l’angle «, il en sera de même du dépla- 
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cement axial résultant de Ia flexion des spires. Par conséquent, 


À= Miorsftors1 d2 
GJr à 
GJr étant la rigidité de la spire à la torsion. 
Posant cos a & À, on a: 


PD? 
ke 77 4GJr 
l étant la longueur totale de la partie active des spires: 
= xDn. 
Par conséquent, 
__ PrDin 
Ts (5.12) 


Lorsqu'on détermine le nombre de spires r d’un ressort de trac- 
tion, on ne prend pas en considération la partie recourbée des extré- 
mités. Dans le cas d'un ressort de compression on exclut du nombre 
total de spires environ trois quarts de spire de chaque bout, étant 
donné que ces spires sont aplaties sur les spires voisines et ne peuvent 
se déformer librement. On suppose ainsi que 1,5 spire ne travaille 
pas. 

Si un ressort a été boudiné dans du fil de section circulaire, on a: 


Jr, 
et alors la formule (5.12) devient : 
=——— . (5.13) 


Etant donné que les spires d'un ressort de traction-compression 
travaillent principalement en torsion, on a: 


re... — Miors _ PD 
mar Wr  2Wr° 


Lorsque la section droite est circulaire : 


Miors  8PD 
Fmas =, n 


Passant aux ressorts de torsion, on remarque que c'est l'angle 
de déplacement angulaire d'une extrémité par rapport à l’autre 
qui présente le plus d'intérêt. 

Il apparaît dans les sections droites de la spire d’un ressort de 
torsion un moment total M = 9% (fig. 196). On a, en le projetant 
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sur les axes: 
Mhnez=ÎMcosa;  Mtors — M sin a. | 
Après avoir appliqué des moments unitaires aux extrémités du res- 
sort, on a: 
Mrexi =C0S@;  Mtorsi = Sin &. 
Par suite de la petitesse de l'angle &« on néglige le déplacement 
résultant de la torsion des spires et on pose cosæ=— 1. Alors, 


. ( MhiexMtiexs dz _ MI 
PV Es EN 


ou 
MrDn 


VE 
La contrainte maximum de flexion est: 


m 
Omax = W; . 


L'exposé ci-dessus est loin d’englober tou: les problèmes de calcul 
sur les ressorts à boudin. Lorsque le diamètre du fil d est du même 
ordre de grandeur que celui de la spire D, il faut introduire des 


Fig. 196 


corrections, étant donné que la courbure est grande. Dans certains 
cas, il faut déterminer ce qu’on appelle les déplacements secondaires, 
par exemple les variations du diamètre ou du nombre de spires 
d'un ressort de traction. Dans un certain nombre de cas on a intérêt 
à créer des ressorts dont le déplacement À n'est pas une fonction 
linéaire de la force P. Ceci résulte de ce qu'une partie des spires 
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n'interviennent plus activement par suite de la compression du 
ressort. Certains problèmes sont liés au calcul de ressorts non cylin- 
driques, et il y en a beaucoup d’autres encore. Toutefois, tous sortent 
du cadre du cours de résistance des matériaux et ne seront pas exa- 
minés ici. 


$ 41. Théorèmes de réciprocité des travaux 
et des déplacements 


Le théorème de réciprocité des travaux, ainsi que le 
théorème de Castigliano, appartient aux théorèmes généraux de la 


Fig. 197 


résistance des matériaux. Il résulte directement du principe de 
l'indépendance des effets des forces et il est applicable à tous les 
systèmes pour lesquels ce principe est observé. 

Considérons un corps élastique auquel on a appliqué une force P, 
au point À et une force P, au point B (fig. 197). Supposant qu'on 
puisse appliquer à ce système le principe de l'indépendance des 
effets des forces, déterminons le travail des forces P, et P, lorsque 
celles-ci sont appliquées dans l'ordre où elles sont données ou dans 
l'ordre inverse. 

Appliquons d'abord au point À la force P,. Cette force effectue 


un travail + P;641, 641 étant le déplacement du point À dans la 
direction de la force P, et dû à cette force. Puis, appliquons au point 
B la force P,. Cette force effectue un travail analogue 7 Paôgs. Mais 


alors la force P, effectue également un travail, étant donné que l’appli- 
cation de P, provoque le déplacement du point À. Le travail de la 
force P, sera: P;64:, Ô42 étant le déplacement du point À dans 
le sens de la force P, sous l'effet de la force P, appliquée au point B. 

On obtient finalement la somme des travaux, les forces étant 
appliquées dans l'ordre direct : 


+ Pbait y Paônet Pabas 
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À présent, appliquons d'abord P,. puis P,. On aura alors évi- 
demment pour le travail l'expression : 


À Pad +5 Piôa1 + Pabni- 


Egalant les travaux, il vient : 
Piôaz= Pad. (5.14) 


Le résultat obtenu peut être formulé comme suit : 

Le travail de la première force pour déplacer son point d'applica- 
tion sous l'effet de la deuxième force est égal au travail de la deuxième 
force pour déplacer son point d'application sous l'effet de la première 
force. 

Telle est l'expression du fhéorème de réciprocité des travaux. 

Ce théorème devient plus général si l’on prend en considération 
que, de même que pour le théorème de Castigliano, on peut supposer 


Fig. 198 


que P, et P, peuvent être non seulement des forces, mais des forces 
généralisées, et ô412 et ôr des déplacements généralisés. 

On attribue parfois au théorème de réciprocité des travaux 
un contenu plus restreint, en l'interprétant comme un théorème 
de réciprocité des déplacements. Si P, = P,, l'expression (5.14) 
devient : 


O2 = Ôpi. (5. 15) 


Le déplacement du point A sous l'effet de la force appliquée au 
point B est égal au déplacement du point B sous l'effet de la même 
force appliquée au point À. 

Ce qui vient d'être dit peut être illustré par l'exemple d’une 
poutre chargée par une force P appliquée successivement aux points À 
et B (fig. 198). En vertu du théorème de réciprocité des déplace- 
ments, les segments 6,, et 6%, sont égaux. 
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Les théorèmes de réciprocité des travaux et des déplacements 
sont très utiles, car ils permettent, dans une série de cas, de simpli- 
fier considérablement les problèmes de résistance des matériaux. 
Nous le verrons notamment au chapitre suivant, où nous traiterons 
des questions générales de résolution de systèmes hyperstatiques. 

Dans certains cas le théorème de réciprocité des travaux permet 
de résoudre très simplement dans toute leur généralité des problèmes 
se traitant très difficilement par les autres méthodes. 


Exemple 5.11. Déterminer la variation du volume d’un corps élastique 
de forme arbitraire chargé par deux forces égales et opposées P (fig. 199). La 
distance entre les pointe d'application des forces est H. constantes d'élasti- 
cité du corps sont données. 

On conçoit qu'il soit très difficile de résoudre ce problème sous une forme 
si générale. Mais le théorème de réciprocité des travaux nous vient en aide. 


; 
p 


Fig. 199 


Parallèlement à la charge donnée, nous chargerons le corps par une pression 
uniformément répartie p agissant sur la surface. On a alors deux forces géné- 
ralisées : d’une part le système de deux forces P, et d'autre part la pression p. 
En vertu du théorème généralisé de réciprocité des travaux, on peut dire que 
PAH) = PAVP, (5.16) 
AH, étant le déplacement réciproque des points d'application des forces sous 
l'effet de la pression p, et AVP, le changement de volume cherché sous l'effet 
des forces P. 
Lorsqu'on charge le corps par une pression répartie uniformément, il appa- 
raît en tout élément de suriace du corps une contrainte égale à la pression p. 
Pour le volume élémentaire de la fig. 200, la compression relative dans toute 
direction s'écrit, en vertu de la loi de Hooke: 


LR 9 sp 
ET HT BE=EUû 2p). 
Les points d'application des forces P (fig. 199) se rapprochent sous l'effet 
de la pression p de 
| AHp=+- (1—2p) H. 
Substituant alors AH, dans l'expression (5:16), il vient : 


AVpe= LE (1 —2y). 


Chapitre VI 


RÉSOLUTION DE SYSTÈMES RÉTICULÉS HYPERSTATIQUES 
PAR LA MÉTHODE DES FORCES 


$ 42. Liaisons imposées à un système. Degré 
d’hyperstatisme 


On a traité partiellement plus haut (chap. I et II) les questions 
liées à la notion d’hyperstatisme. Toutefois, les méthodes décrites 
sont fort insuffisantes dans la résolution de la plupart des problèmes 
rencontrés en pratique. Aussi convient-il de s'arrêter à des méthodes 
plus générales de résolution de systèmes réticulés hyperstatiques. 


Fig. 201 


Par système de barres, au sens large, on entend toute construction 
dont les éléments sont des barres. Si les éléments de la construction 
travaillent principalement en traction ou en compression, le système 
est dit réticulé (fig. 201). 

Un système réticulé est constitué de barres droites formant 
des triangles. Dans un système réticulé les forces extérieures sont 
appliquées aux nœuds. 

Si les éléments d’un système de barres travaillent principale- 
ment en flexion ou en torsion, le système est appelé cadre (fig. 202). 

Les systèmes plans de barres sont les plus simples à étudier. 
Pour un système réticulé ou un cadre plans, les axes de tous les 
éléments constitutifs se trouvent dans un même plan avant et après 
la déformation. C’est dans ce même plan que se trouvent aussi toutes 
les forces extérieures, y compris les réactions des appuis (fig. 202,a). 
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Parallèlement aux systèmes plans on considère des systèmes plans 
spatiaux. Pour ce genre de systèmes les axes des éléments constitutifs 
à l’état non déformé sont situés, comme ceux d'un système plan, 
dans un même plan. Les facteurs de force extérieurs, eux, agissent 
dans des plans perpendiculaires à ce plan (fig. 202,b). Les systèmes 
de barres ne se rapportant pas aux deux classes citées sont dits 
spatiaux (fig. 202,c). 

On considère des cadres et des systèmes réticulés isostatiques 
et hyperstatiques. On entend par système isostatique un système 
cinématiquement invariable dont on peut définir toutes les reactions 
d’appuis à l’aide d'équations d'équilibre et, ces réactions d'appuis 
étant trouvées, les facteurs de force intérieurs peuvent être déter- 
minés par la méthode des sections dans toute.section droite. On 
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entend par système hyperstatique un système encore cinématique- 
ment invariable dont on ne peut déterminer les réactions extérieures 
et les facteurs de force intérieurs à l’aide de la méthode des sections 
et des équations d'équilibre. 

La différence entre le nombre d’inconnues (réactions d'appuis 
et facteurs de force intérieurs) et le nombre d’équations indépendan- 
tes de la statique pouvant être formées pour le système considéré 
est appelée degré ou nombre d’ hyperstatisme. On dit qu’un système 
a un, deux, trois, …, n degrés d’hyperstatisme. On dit parfois que 
le degré d’hyperstatisme est égal au nombre de liaisons surabondantes 
imposées au système. Arrêtons-nous plus longuement sur cette 
question. 

La position d’une barre rigide dans l’espace est déterminée par 
six coordonnées indépendantes, autrement dit, une barre rigide 
possède six degrés de liberté. On peut imposer des liaisons à une 
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barre, c'est-à-dire des restrictions pour fixer sa position dans l’espace. 
Les liaisons les plus simples sont celles excluant intégralement tel 
ou tel déplacement généralisé pour certaines sections de la barre. 
Une liaison enlève un degré de liberté à la barre considérée comme 
un tout rigide. Par conséquent, si l’on impose à une barre libre 
rigide six liaisons, à quelques exceptions près, sa position dans 
l’espace en tant que corps rigide est complètement déterminée et 
le système qui était un mécanisme à six degrés de liberté devient 
un Système cinématiquement invariable. Le nombre de liaisons 
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assurant l’invariabilité cinématique est appelé nombre de liaisons 
nécessaires. Toute liaison imposée en dehors des liaisons nécessaires 
est dite surabondante. Le nombre de liaisons surabondantes est égal 
au degré d’hyperstatisme du système. 

Les liaisons dans les cadres et les systèmes réticulés se divisent 
habituellement en liaisons extérieures et en liaisons intérieures 
ou réciproques. On entend par liaisons extérieures les conditions 
imposées aux déplacements absolus de certains points du système. 
Si, par exemple, on empêche le déplacement vertical de l'extrémité 
gauche de la barre de la fig. 203,a, on dit qu'on a en ce point une 
liaison extérieure. On la représente conventionnellement par deux 
charnières ou par un rond. Si la barre ne peut se mouvoir ni verticale- 
ment ni horizontalement, on dit qu’on a deux liaisons extérieures 
(fig. 203,b). L'encastrement dans un système plan donne trois liaisons 
extérieures. Un encastrement spatial correspond à six liaisons exté- 
rieures (fig. 203,c). Comme on l'a déjà dit, les liaisons extérieures 
sont divisées en liaisons nécessaires et en liaisons surabondantes. 
Ainsi, on a montré fig. 204,a et b un cadre plan ayant dans le pre- 
mier cas trois liaisons extérieures et cinq dans le second. Pour détermi- 
ner la position du cadre dans le plan comme un tout rigide, il faut 
imposer trois liaisons. Par conséquent, dans le premier cas le cadre 
a les liaisons extérieures indispensables, et dans le second, en 
outre, deux liaisons extérieures surabondantes. 

On entend par liaisons intérieures ou réciproques des restrictions 
imposées aux déplacements réciproques des éléments du cadre. Ici 
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encore on peut parler de liaisons nécessaires et surabondantes. Ainsi, 
le cadre plan de la fig. 205, a a le nombre nécessaire de liaisons 
aussi bien extérieures qu'intérieures entre les éléments. C'est un 
système cinématiquement invariable. Si les forces extérieures sont 
données, on peut trouver aussi bien les réactions d’appuis que les 
facteurs de force intérieurs dans toute section droite du cadre. 
Dans le même cadre (fig. 205,b) on a imposé deux liaisons intérieures 
surabondantes empêchant les déplacements réciproques verticaux 
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Fig. 204 


et horizontaux des points À et B. Dans ce cas, le système est deux 
fois hyperstatique (on ajoute parfois: « intérieurement »). 

Le cadre de la fig. 204,a et b comporte également des liaisons 
intérieures surabondantes. Le contour du cadre est complètement 
fermé. Faisant une section en un point quelconque (fig. 206), sans 
violer l'invariabilité cinématique, on peut, les forces étant données, 
trouver les facteurs de force intérieurs dans chaque section du cadre. 
Par conséquent, coupant le cadre fermé, nous supprimens une liaison 
surabondante, c'est-à-dire permettons aux sections À et B de 
touruer et de se déplacer dans deux directions l’une par rapport à 
l'autre. Généralisant, on peut dire qu’un contour plan fermé a 
trois liaisons réciproques surabondantes : son degré d’hyperstatisme 
est trois. Ainsi, le cadre de la fig. 204, a est trois fois hyperstatique. 
Le cadre de la fig. 204,b a un degré d’hyperstatisme égal à 5 (trois 
degrès d’hyperstatisme intérieur et deux degrés d’hyperstatisme 
extérieur). 

Considérons à présent quelques exemples de détermination du 
degré d'hyperstatisme des systèmes réticulés et des cadres. On a 
représenté fig. 207 plusieurs cadres. Considérons-les successivement. 

a) Le cadre a quatre liaisons extérieures surabondantes et trois 
liaisons intérieures, c'est-à-dire que son degré d'hyperstatisme est 
sept. 

b) Supposons d’abord que l'articulation À soit absente. On a 
alors deux liaisons extérieures et trois liaisons intérieures surabon- 
dantes. Sans l'articulation À le système aurait un degré d'’hyper- 
statisme égal à cinq. 

L'articulation À appartient simultanément à trois barres. On 
peut considérer qu’elle représente deux articulations coïncidantes 
(fig. 208). Comme chaque articulation supprime une liaison, c'est-à- 
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dire permet la rotation d’une section par rapport à l’autre, on peut 
dire que l'articulation À supprime deux liaisons. De sorte que le 
système devient trois fois hyperstatique au lieu de cinq. 

Généralisant ce qui vient d'être dit, on déduit qu'une articulation 
supprime autant de liaisons moins une que le nombre de barres qui 
y convergent. Dans notre cas trois barres convergent à l'articulation 
A qui supprime deux liaisons. 


a 
[il 


Fig. 208 


c) Si l'articulation À était absente, le système serait quatre 
fois extérieurement et trois fois intérieurement hyperstatique, c'est-à- 
dire sept fois en tout. Le nombre de liaisons que supprime l'articula- 
tion À est égal au nombre de barres contiguës diminué d’une unité, 
c'est-à-dire trois. Le cadre est quatre fois hyperstatique. 

d) Le cadre est trois fois hyperstatique. 

e) Les liaisons extérieures ne satisfont pas aux conditions d’inva- 
riabilité cinématique. C'est un mécanisme, plus exactement, un 
mécanisme instantané. Le système a la possibilité de tourner par 
rapport à l'appui supérieur comme un tout rigide. Il va de soi que 
l'angle de rotation est minime. La liaison inférieure se bloque et 
on arrive à une certaine position d'équilibre, mais le nouvel état 
des liaisons dépend de la rigidité du système. On ne peut appliquer 
au cadre les principes fondamentaux de la résistance des matériaux : 
le principe de l’invariabilité des dimensions initiales et le principe 
de l’indépendance des actions des forces. 

f) Le cadre est spatial. On a six liaisons extérieures surabondantes 
(encastrement supplémentaire) et six liaisons intérieures surabondan- 
tes (contour fermé). Le degré d’hyperstatisme du système est douze. 

g) Le système comporte sept degrés d'hyperstatisme (un exté- 
rieur et six intérieurs). 

h) Ici, pour le cadre plan on n’a pas représenté les liaisons exté- 
rieures, mais on a donné un système de forces extérieures satisfaisant 
aux conditions d'équilibre. On a convenu alors qu'il n'y a pas de 
liaisons extérieures surabondantes et on considère que la position 
du cadre dans l’espace est déterminée; on considère seulement des 
liaisons intérieures. Le système est trois fois hyperstatique. 

i) Ici encore on ne considère que les liaisons intérieures, 
puisque le système des forces extérieures indiquées satisfait aux 
conditions d'équilibre. Il faut calculer le nombre de sections qu'il 
convient de pratiquer dans le cadre pour que, d’une part il ne 
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s'« effondre » pas, et, d'autre part, pour qu'il ne comporte plus 
un seul contour fermé. Il faut faire cinq sections de ce genre (cf. 
fig. 207,i). Le système comporte 30 degrés d’hyperstatisme. 


$ 43. Choix du système fondamental. 
Méthode des forces 


La méthode générale la plus utilisée pour résoudre des systèmes 
réticulés hyperstatiques et des châssis est la méthode des forces. 
Elle consiste en ce que le système hyperstatique donné est libéré 
des liaisons surabondantes aussi bien extérieures qu'’intérieures, 
leur action étant remplacée par des forces et des moments. Leurs 


Fig. 209 


grandeurs sont choisies de manière que les déplacements dans le 
système répondent aux restrictions imposées au système par les 
liaisons supprimées. Par conséquent, dans ce procédé de résolution 
les inconnues sont les forces. Ceci explique l'appellation « méthode 
des forces ». Elle n'est pas, la seule possible. En mécanique appli- 
quée, on utilise largement d’autres méthodes encore, telle la méthode 
des déformations, où les inconnues sont non pas les facteurs de force, 
mais les déplacements dans les éléments du système réticulé. 

Ainsi, pour résoudre n'importe quel cadre hyperstatique par 
la méthode des forces, on commence par supprimer les liaisons sur- 
abondantes. Une fois débarrassé des liaisons surabondantes le système 
devient isostatique. On l'appelle système fondamental. On peut 
choisir, en règle générale, pour chaque système réticulé hyperstatique 
autant que l’on voudra de systèmes fondamentaux. Ainsi, pour le 
portique de la fig. 209, on peut proposer les systèmes fondamentaux 
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a), b), ..., obtenus en supprimant sept liaisons surabondantes 
différemment combinées. Mais il faut savoir qu’un système obtenu 
en supprimant arbitrairement sept liaisons n'est pas forcément un 
système fondamental. On a montré fig. 210 trois exemples d’un 


nhR 


Fig. 210 


même portique dont on a supprimé inadéquatement sept liaisons, 
puisque les autres liaisons n’assurent plus, d’une part, l'invariabilité 


Fig. 211 


cinématique du système et, d’autre part, l'isostaticité dans tous 
les nœuds. 

Une fois que les liaisons surabondantes ont été supprimées et 
que le système est devenu isostatique, il faut, comme on l’a déjà 
dit, introduire au lieu des liaisons les facteurs de force inconnus. 


14—522 
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Dans les sections où les déplacements linéiques sont exclus on 
introduit des forces. Là où sont interdits les déplacements angulaires, 
on introduit des moments. Dans l’un comme dans l’autre cas, on 
désignera les facteurs de force inconnus par X;, à étant le numéro 
de l’inconnue. La valeur maximum de i est égale au degré d’hyper- 
statisme du système. Notons que pour les liaisons intérieures les 
forces X; sont réciproques. Si le portique a été coupé en un certain 
point. on applique des forces et des moments égaux et opposés aux 
parties droite et gauche du système. On a montré fig. 211 cinq 
méthodes d'application des forces inconnues correspondant aux 
systèmes fondamentaux mentionnés plus haut (cf. fig. 209). Le 
principe de l'application des facteurs de force inconnus ne demande 
plus d’autres explications. 

Il reste à présent à former les équations pour déterminer les 
inconnues. 


$ 44. Equations canoniques de la méthode des 
forces 


Prenons un exemple concret. Considérons, par exemple, le pre- 
mier des systèmes équivalents représentés fig. 211. Dessinons-le à 
nouveau (fig. 212). Le fait qu’on considère un système concret compor- 
tant sept degrés d’hyperstatisme ne restreint en rien la généralité. 


A 


Fig. 212 


Etablissons maintenant les équations définissant les facteurs 
de force inconnus. Désignons par 6,4, les déplacements réciproques 
des points du système. Le premier indice de ô correspond à la direc- 
tion du déplacement et le second à la force provoquant ce déplace- 
ment. 

Dans le portique considéré on a supprimé au point À l'appui 
immobile. Par conséquent, le déplacement horizontal est ici nul 
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et on peut écrire: 
dix, Xe, .…, P] = 0. 

L'indice { montre que le déplacement a lieu dans la direction 
de la force X,, et l'indice [X,, X,, ..., P] que le déplacement 
est déterminé par la somme de toutes les forces, données ou inconnues. 

On peut écrire d’une manière analogue: 

Oztxi. Xa,... P]—= 05 Ospxi, x... p— 0, etc. 

Comme la quantité 6,, représente le déplacement réciproque 
des points, 6, représente le déplacement vertical du point B par 
rapport à C, ô, le déplacement horizontal réciproque de ces mêmes 
points, 6, le déplacement angulaire réciproque des sections B et C. 
La quantité ô7çtx1, x2, …, Pp) Sera également un déplacement angu- 
laire pour le système considéré. 

Aux points À et D les déplacements 6;, sont absolus. Mais les 
déplacements absolus peuvent être interprétés comme des déplace- 
ments réciproques des appuis fixes supprimés. Aussi, les notations 
adoptées conviennent-elles à toutes les sections du système. 

Nous servant du principe d'indépendance des effets des forces, 
développons les expressions des déplacements Ô; fx1, x2. …, PJ: 


ô [Xi Xe, .. . PJ=Üix1 + Ô1xa + ô1xs + Oixe + Oixs + O1xe + O1x, + 1P=0 ; 
Ô2çX, Xe, P] = dax + Ô2x2 + O2xs + Oox, + 
+ Ô2xs + O2xe + 02x53 + O2p = 0. 

On écrit d’une manière analogue les cinq autres équations restantes : 
chacun des termes ôix, entrant dans l'équation désigne le déplacement 
dans la direction de la force affectée du premier indice sous l’action 
de la force affectée du deuxième indice. Par suite de la proportion- 
nalité du déplacement et de la force correspondante, on peut recopier 
ô;x, sous la forme: 

Dix, = On À». (6.1) 


En ce qui concerne les déplacements 6,», 6,P, etc., l'indice P 
ne représentera pas simplement une force extérieure P, mais, en 
général, un système de forces extérieures qui peut être arbitraire. 
C'est pourquoi nous laisserons les quantités ô,», ô5p, . . . inchangées 
dans les équations. 

Les équations s’écrivent à présent : 


Oui X 3 + O2 X 2 + O3 X 3 + OX + Bis X 5 + O6 À 6 + Os X 7 + Bip = 0, 
21 X 1 + 022X 2 + 023 X 3 + On À 4 + 025 À 5 + 028 X 6 + O27 À 7 + O2p = 0, 


me . + 


Ôn1X à + O72X 2 + 673 À 3 + On X a + 675 À 5 + O6 À 6 + Ô77X 3 + Ô7p = 20: 
(6.2) 
149 
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Ces équations sont définitives et s'appellent équations canoniques 
de la méthode des forces. Leur nombre est égal au degré d’hypersta- 
tisme du système. Dans certains cas, comme nous le verrons par 
la suite, lorsqu'on peut indiquer d'emblée les valeurs de certaines 
inconnues, le nombre d'équations simultanées se réduit. Reste à 
dire ce que représentent les coefficients 6,, et comment ils doivent 
être déterminés. Pour cela, considérons l'expression (6.1). 

Si X, = 1, on a: 

Gix, = tm 


Par conséquent, le coefficient 6,4, est le déplacement dans la direc- 
tion du i-ième ‘facteur de force sous l’action du facteur unitaire 


LA 


Fig. 213 Fig. 214 


remplaçant le k-ième facteur. Ainsi, le coefficient 64, de l’équation 
(6.2) est le déplacement horizontal réciproque des points B et C 
qui serait engendré dans le portique si on lui appliquait au lieu 
de toutes les forces une seule force unitaire au point À (fig. 213). 
Ainsi, si l’on applique au lieu des forces X, des forces unitaires et 
si l’on fait disparaître toutes les autres forces du système équivalent 
(fig. 214), l'angle de rotation dans la section D sous l’action de ces 
forces sera 6, le déplacement horizontal au point À sera à,:, etc. 

Il est très important de noter que la manière dont sont engendrés 
les déplacements 6,4, n'intervient pas dans la déduction faite ci-dessus. 
Bien que nous considérons un portique travaillant en flexion. tout 
ce qui vient d'être dit peut être appliqué avec un égal succès 
à n'importe quel système travaillant en torsion, en traction ou en 
flexion, ou à tous ces efforts simultanément. 

Adressons-nous aux intégrales de Mohr (5.8) (cf. $ 38). Pour 
déterminer 64, il faut au lieu des forces extérieures considérer une 
force unitaire remplaçant le k-ième facteur. En conséquence, nous 
remplacerons les moments et les forces intérieurs Micrsp, Mzp, 
Myp; Np, Q:P et Qyr dans l'expression (5.8) par Miorsx, Mu, 
Mur: Nas Qxn et Quxs en les interprétant comme les moments et 
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les forces intérieurs du k-ième facteur unitaire. On a en définitive: 


_ M tors kMtors 1 7 Î Mn Mi dz 
Gn= | “ere + ( Saae + 
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“MynM je dz NN: dz 
+ [ Et [ ER 
a ei ds k dz 
a Se ar 


Miorsis Mxi, - . . étant les moments et les forces intérieurs dus 
au i-ème facteur unitaire. Par conséquent, les coefficients 6,, résul- 
tent du produit du i-ème et du k-ième facteurs de force unitaires 
intérieurs. Les indices i et k montrent directement quels sont les 
facteurs qui doivent être multipliés dans les intégrales de Mohr. 
Si le portique est constitué de tronçons rectilignes et si l’on peut 
se servir de la règle de Verechtchaguine, alors 6,, représente le 
produit des i-èmes épures unitaires par les k-ièmes épures unitaires. 
Il est évident que 
Oin = Oui. 


Ceci résulte, d’une part, directement des expressions (6.3) et, d'autre 
part, du théorème de réciprocité des déplacements (cf. $ 41), puisque 
les déplacements 6;, et ôx résultent d'une seule et même force, 
égale à l’unité. 

Les 6,P, entrant dans les équations canoniques, sont les déplace- 
ments dans les directions 1, 2, ... dus aux forces extérieures 
données dans le système équivalent. Ils se déterminent en faisant 
le produit des épures des moments des forces données et des épures 
unitaires correspondantes. 


Exemple 6.1. Résoudre le système hyperstatique et construire l’épure 
des moments fléchissants (fig. 215). 

Le degré d'hyperstatisme du système est trois. Prenons le système fonda- 
mental en faisant abstraction de l'encastrement gauche. Substituons-lui deux 
forces X,. X2 et un moment X3et dessinons le système équivalent (fig. 216). 

Les équations canoniques (6.2) s'écrivent pour le système considéré : 


Ot1X 3 + O12X2 + O13X3 = — Op, 
O1 X à + 022 X 2 + D23X 3 — —V2p, 
Da1X 1 + 032 X 2 + 0323 — — sp. 

Les principaux déplacements dans le système considéré sont déterminés 
par la flexion. Aussi, négligeant le cisaillement et la compression des tiges, 
construisons les épures des moments fléchissants de la force donnée P et des 
trois facteurs de force unitaires (fig. 216). 


Déterminons les coefficients des équations en admettant que la rigidité à la 
flexion soit la même EJ. pour tous les tronçons. La quantité Ô:, se détermine en 
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Fig. 215 
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faisant le produit de la première épure unitaire par elle-même. On prend. par 
conséquent, pour chaque tronçon, l'aire de l'épure et on la multiplie par 
l'ordonnée de cette même épure passant par son centre de gravité : 


1 ju 2 7 
_ —— —— © 3. = 
= ( 1+2 1) ET 


Notons que les 6x sont toujours positifs lorsque £—k, puisque les aires des 
épures et les ordonnées ont le même signe. 

Déterminons ensuite les autres coefficients des équations en multipliant 
es épures de numéros correspondants : 


25 5 gis 
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Substituons les coefficients donnés dans les équations canoniques On a, 
toutes réductions faites : 


7 5 PI 

3 IXi+2Xr+ Xs= ‘ 
8 9PI 

Xi a+ 2Xs= 


Sux,+axi+axs= À. 


On a en résolvant ces équations : 

1 7 1 
X1= 7 P; X2=% P, X3=7 Pl. 
Le système hyperstatique est ainsi résolu. 

L'épure des moments fléchissants peut être obtenue en superposant à l'épure 
des moments des forces données trois “ques unitaires amplifiées respectivement 
de X1. X2 et X:. L'épure résultante des moments fléchissants est représentée 
fig. 217. On y a représenté également la forme de l'axe déformé du système. 


Exemple 6.2. Déterminer les efforts dans les barres du système réti- 
culé hyperstatique (fig. 218.a). La rigidité EF est la même pour toutes les 
Pre Les longueurs des barres sont respectivement ! et 1 V2 conformément 
au dessin. 

Le degré d’hyperstatisme du système est deux: un degré d’hyperstatisme 
extérieur et un degré d’hyperstatisme intérieur. Choisissons le système équivalent 
en remplaçant l’appui articulé de droite par un rouleau et en coupant la barre 5 
(fig. 218,b). Les équations canoniques s'écrivent : 


Or 1 + O1aX 2 = — Op, 
Ô21X 1 + 62273 = — Op. 


Déterminons les coefficients de ces équations. Les barres travaillent en 
traction et en compression, et les déplacements Ô,;, seront déterminés par les 
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forces normales dans les barres. Etant donné que la force normale ne varie pas 
le long d'une barre, point n’est besoin de construire les épures, et il nous suf- 
fira de former le tableau des efforts dans les barres en fonction de leurs numéros 
qar rapport aux forces P et à la première et à la deuxième force unitaire. Nous 

éterminerons les forces en partant des conditions d’équilibre aux nœuds. Puis. 
les coefficients étant 


t 
.— NiNhdz _NiNal 
RO JTEF EF 
0 


on calcule les valeurs des produits N,NAi et on adjoint les résultats à ce 
même tableau. Faisant ensuite la somme dans les colonnes, on trouve : 


10 
V2 


10 
1 31 1 
Gu= gr DM= Ep ben pe Di MN — pr à 
1 1 


3P1 


EF 4 EF ? 


1 K (2+2V2)t 1 LE 
dn= S Nue EVE, p=pr D NPNi= 
1 1 


10 
1 V2ri 
ôP = EF D) NoNil=— cr. 
1 


Les équations canoniques s'’écrivent : 
3X: Ve X2= —3P, 


x (4+7V2) X2= V2, 


d'où 
__10+12V2, 3V2 _» 
== = le 
11+12 V2 11+412 V2 


A présent, pour trouver les efforts N dans toutes les barres, il faut ajouter 
à la force NP les forces N, et N2 amplifiées respectivement de X, et X2 fois. Les 
résultats de cette opération sont donnés dans la dernière colonne du tableau. 


Exemple 6.3. Construire l'épure des moments fléchissants pour le 
cadre (fig. 219). Les points À et B du cadre sont reliés par une barre articulée 
dont la rigidité à la traction est EoFo. 

Le système a un degré d'hyperstatisme. Coupant la barre AB dans sa par- 
tie supérieure, on obtient un système équivalent (fig. 220, a). Construisons 
ensuite l’épure des moments de la force donnée P et de la force unitaire (fig. 220, b 
et c). En outre, sur le tronçon AB, où il y a lieu de tenir compte de la traction, 
construisons l’épure de la force normale W.. 

Calculons les coefficients de l'équation canonique: 


ôuXi+61p—0, 
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en faisant non seulement le produit des épures des moments flechissants, 
mais aussi de la force de traction : 


ô ol3 


l 
U=3ET Ets 


Déterminons X;: 


. Comme on le voit. la force appliquée à la barre dépend du rapport de la 
rigidité du cadre à la flexion à la rigidité de la barre 48 à la raehon. Si la 


X 
A 
20 


Fig. 220 Fig. 221 


barre AB est très rigide, on a X; — Let la barre ne supporte que la moitié 


de la force P. Si la barre AB est très librement articulée, X, — 0 et la force P 
tout entière est supportée par le cadre. 


On a représenté fig. 221 l'épure des moments fléchissants du cadre et la 
forme de son axe déformé. 
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$ 45. Utilisation des propriétés de symétrie pour 
la résolution des systèmes hyperstatiques 


Supposons donné un portique doué de symétrie (fig. 222). On 
peut considérer que sa partie droite est la symétrie plane de la partie 
gauche par rapport à un plan de symétrie. Lors du calcul de tels 
portiques il est possible de simplifier les problèmes et de réduire 
le nombre de facteurs de force X,, X,, ..., X,. 

Considérons les modes de charge d’un portique sollicité par une 
charge symétrique et une charge antisymétrique. On entendra par 
charge symétrique une charge telle que toutes les forces extérieures 
appliquées à la partie droite du portique sont les images par symétrie 
plane des forces appliquées à la partie gauche (fig. 222,b). Une charge 
antisymétrique sera telle que les forces appliquées à la partie droite 
du portique sont également les images par symétrie plane des forces 
appliquées à la partie gauche, mais de signes contraires (fig. 222,c). 

Nous classerons d’une manière analogue les facteurs de force 
intérieurs. Envisageons pour cela une section arbitraire du portique 
où apparaissent six facteurs de force. Dans les plans droit et gauche 
de cette section (fig. 223) les forces et les moments sont égaux. 
Voyons quels sont des six facteurs de force ceux donnant une image 
symétrique par rapport au plan de la section. Il y en a trois: deux 
moments fléchissants et la force normale. On les appellera facteurs 
intérieurs symétriques. Conformément à la terminologie adoptée, 
le moment de torsion et les deux efforts tranchants doivent être 
appelés facteurs de force antisymétriques. Chacun d’eux est de signe 
contraire au facteur réciproque obtenu par symétrie plane. Il n'est 
pas difficile à présent de démontrer les faits suivants. 

Dans le cas d'un portique symétrique, la charge extérieure étant 
symétrique, les facteurs de forces antisymétriques sont nuls dans 
le plan de symétrie, et lorsque la charge extérieure est antisymétrique, 
ce sont les facteurs symétriques qui sont nuls. 

Envisageons un portique symétrique, par exemple celui repré- 
senté fig. 222, et choisissons un système équivalent en coupant le 
portique selon le plan de symétrie (fig. 224). Désignons par X, et X, 
les facteurs de force antisymétriques et par X,, X,, X:, X84 les 
facteurs symétriques et écrivons le système d'équations canoniques. 
11 y en a six dans notre cas: 


si X 4 + O12X 2 + O5 X 3 + Os Xe + O15À 5 + O8 À 8 — — Op, 
O2 X à + 022 À 2 + 025 À 3 + Ou X à + 025 À 5 + OX 0 = — O2p 
Os1X à + On2X 2 + 33 X 3 + On Xi + O5 À 5 + Os X 6 = — Op, 
Ouai X à + O62X 2 + OssX 3 + Ou X + xs X 5 + Bee = — Oips 
Os1X à + O52X 2 + O5 À 3 + Os À + OssX 5 + Ose Xe = — Osp, 
sa X à + 0e2X 2 + O3 À 3 + Bei X 4 + Des À 5 + Os Xe — — Osp. 
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Notons à présent que dans ces six équations un grand nombre de 
coefficients sont nuls. Tels sont tous les coefficients dont l’un des 
indices appartient à un facteur symétrique et l’autre à un facteur 
antisymétrique. Il en est ainsi, par exemple, de 6,4. L'indice 1 
appartient à un facteur antisymétrique (X, et X, sont des facteurs 
antisymétriques), l'indice 3 appartient à un facteur symétrique 
‘(Xa Xe Xs Xe étant des facteurs symétriques). Ou, Os, O6: O2 
ôx, etc., sont également nuls. 

Cela provient de ce que dans un portique symétrique il n'y a 
pas de déplacements réciproques antisymétriques sous l’action des 
facteurs symétriques. De la même manière, les facteurs antisymétri- 
ques ne donnent pas de déplacements symétriques. Ce qui vient 
d'être dit devient plus évident si l’on prend en considération que 
dans le système envisagé l'épure des moments fléchissants des 
facteurs antisymétriques est antisymétrique (fig. 225), l’épure des 
facteurs symétriques étant symétrique. Lorsqu'on multiplie entre 
elles de telles épures on obtient naturellement zéro, alors que le 
produit d’une épure antisymétrique par une épure antisymétrique 
ou d’une épure symétrique par une épure symétrique donne un résul- 
tat non nul. 

Ainsi donc, supprimant du système d'équations les coefficients 


nuls, on a: 
Ôa1X à + O12X 2 = — Op, 
Oz1X à + 022 À 2 = — O2ps 
Os X 3 + Os X à + O5 À 5 + Os 6 — — Op 
Gus X 3 + On X x + Bis À 5 + OX 6 — — Oxp, 
ss X 3 + Os Xe + Os À 5 + Os X 6 — — Op 
Ôs3X 3 + si X 4 + Os X 5 + Ogs 6 — — Osp- 
Comme on le voit, le système d'équations s'est décomposé en 
deux systèmes indépendants. 
Supposons maintenant que la charge extérieure soit symétrique. 


Il résulte des considérations formulées ci-dessus que 8,2 = ôp = 0. 
Donc, le premier système d'équations est homogène. Alors, 


Xi=0,-X3= 0 


Par conséquent, lorsque la charge est symétrique les facteurs 
de force antisymétriques s'annulent dans le plan de symétrie. 
Lorsque la charge est antisymétrique ô3p — Ôp — ô5p — Ôgp = 
= 0. Alors, 
X3=0, X,=0, X,=0, Xe—=0. 


Dans ce cas, dans le plan de symétrie s’annulent les facteurs de 
force symétriques. 
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Il va de soi que.tout ce qui a été dit subsiste non seulement pour 
les portiques plans, mais aussi pour les portiques spatiaux, quel 
que soit le degré d’hyperstatisme. 

Si la charge appliquée à un portique symétrique n’est ni symétri- 
que ni antisymétrique, on peut toujours la décomposer en deux 


Fig. 227 


charges antisymétrique et symétrique, comme on l’a montré, par 
exemple, sur la fig. 226. Ainsi, le problème se décompose en deux. 
On considère séparément le portique symétrique soumis à la charge 
antisymétrique et le portique soumis à la charge symétrique. Les 
facteurs de force intérieurs dans le portique se déterminent par super- 
position des solutions obtenues. 

Lorsque le portique est antisymétrique (fig. 227), on peut de 
même, par comparaison des épures des deux moitiés de portique, 
apporter des simplifications au système d'équations canoniques. 
Ainsi, il n’est pas difficile d'établir par ce procédé que pour le 
portique de la fig. 227, le système équivalent étant choisi, on a: 


Ô15 = 0, 023 =0, dip = 0, Oop = 0. 


De sorte que dans la section À seul apparaît un moment fléchissant, 
la force normale et l'effort tranchant étant nuls. 
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Exem P le 6.4. Résoudre le système hyperstatique représenté fig. 228 
et construire l’épure des moments fléchissants. 

Le portique est antisymétrique. Coupons-le selon son axe de symétrie et 
appliquons à la section des forces X; (fig. 229). Comme on le sait, les facteurs 
de force symétriques sont ici nuls. 

On obtient une équation au lieu de trois: 


ô1X1+ Op =0, 


où 
7IS Pas 
du=7ze MP —ZET 
d'où 
3 
X1=7P. 


L'épure des moments fléchissants et la forme de l'axe déformé du portique 
sont représentées fig. 230. 


Exemple 6.5. Déterminer le moment fléchissant maximum dans l'an- 
neau chargé par deux forces P (fig. 231). ° 

Le dre d’hyperstatisme est trois, mais les conditions de symétrie permet 
tent de réduire le nombre d'inconnues à une. Coupons l'anneau suivant son 
diamètre vertical AB (fig. 232.a). c'est-à-dire selon son axe de symétrie. 
Dans les sections À et B les efforts tranchants sont nuls. L'anneau est 


simultanément symétrique par rapport à la ligne d'action des forces. Par 
conséquent, 


Na=N=+ et Mi =M pe 


Désignons le moment par X,. En définitive, on obtient le système équivalent 
représenté fig. 232,b. 
Au point de coordonnée angulaire ke moment des forces données P est 
Mp= 2 (1 — cos 9). 


Le moment du facteur de force unitaire est M,— —1. Déterminons les coef- 
ficients de l’équation canonique : 


EJ 2EJ 
Alors, 
ôip | 
= PR(E 5) 
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Le moment fléchissant dans une section arbitraire est égal à la somme 
algébrique du moment des forces données M}, et du moment M, multiplié 
par X1. 

Finalement : 


Mhiex =Mp—X; = PR (++ cos +) : 


En vertu de cette expression, on peut construire pour le quart de cercle 
considéré l’épure du moment fléchissant et. par raison de symétrie. l'étendre 
aux autres parties du cercle (fig. 233). Le moment fléchissant maximum se 


produit aux points d'application des forces P et est égal à 2 s 
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Lors de la construction de divers ouvrages et ponts, on a besoin 
de calculer la résistance de poutres à plusieurs appuis hyperstatiques. 
Le schéma de calcul d’une telle poutre est représenté fig. 234. En 


Fig. 234 


fonction du nombre d’appuis surabondants, le degré d’hyperstatisme 
du système peut être 1, 2, 3, ..., m. 

En tant que système équivalent, pour calculer une telle poutre, 
le plus commode est de prendre un système avec des articulations 
aux appuis et des moments X,, X., ..., X,, remplaçant la liaison 
supprimée entre les travées contiguës (fig. 235). Les moments repré- 
sentés fig. 235 seront comptés positifs. 

Voyons comment pour un tel système se transforme la n-ième 
équation du système canonique: 


| Ôn1X 4 + On2X 2 + - + + + On, n-1Xn-1 + Ônn À n + 
+ Ôn, nt1Xn+s + + +: + Onp = 0. 


Déterminons les coefficients de cette équation. Pour cela, construi- 
sons sur plusieurs travées voisines de la n-ième les épures des moments 
des forces données et des moments des facteurs unitaires (fig. 235). 
Ici, les épures des moments des charges données se construisent. pour 
chaque travée comme pour une poutre libre sur deux appuis. De 
la même manière se construisent les moments des moments unitaires 
des appuis. 


15-522 
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Il est naturel que dans l'équation écrite tous les coefficients sont 
auls, sauf G,,-1: Ônnr Ônn+1 €t ÔnP. En effet, le n-ième moment 
unitaire crée des moments fléchissants seulement dans les travées 


[im 
| An 


Fig. 235 


AB et BC. Dans ces mêmes travées sont engendrés les moments 
fléchissants des r — 1 et (nr + 1)-ièmes moments et des forces don- 
nées. 11 on résulte que tous les produits d'épures, à part ceux déter- 
minant ônn-1 Ônnr Onn+1 €t Ônp Sont nuls. 

On supposera que la rigidité EJ est la même pour toutes les 
travées. Alors, 


l 1 Tln4 
ban = Spy » ônn = 557 Un + lines), nn = Er 
ri a bn+1 
bnp = 57 | Ca 7e + Qu: TER ] , 
Qh et Qhy1 étant les aires des épures des moments des forces don- 
nées sur les z et (nz+1)-ièmes travées. 
L'équation de la méthode des forces s'écrit : 
S Sns 
Xnosln + 2Xn (ln + ne) + Xneslnes-t 6 (T4) 0, 


En+t 
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où S, = Qa, et Su = Qh+1bh+1 sont les moments statiques des 
épures des moments des forces données respectivement par rapport 
aux points À et C. 

Comme on le voit, seuls entrent dans l'équation obtenue les 
paramètres géométriques et les facteurs de force relatifs aux deux 
travées contiguës AB et BC. Cette équation traduit le fait que 
l'angle de rotation réciproque des sections contiguës des travées 
AB et BC doit être nul au n-ième appui. 

Vis-à-vis du couple de travées considéré, la longueur !, est la 
longueur de la travée gauche, et L,,, celle de droite. Pour faciliter 
la représentation, désignons-les respectivement par /, et 4. Pour 
la même raison, changeons les notations des moments: X,_, — M,, 
Xn = Mmoy» Ân+1 = Ma. Alors. l'équation s'écrit définitivement 
sous la forme: 


S 
Melg + 2Mmoy (lg + la) + Mala +6 [+] =0. (6.4) 


C'est l’équation des trois moments de Clapeyron. Le principe de 
l'établissement de telles équations pour une poutre continue est 
suffisamment clair. On considère successivement tous les couples 
de travées voisines et on écrit pour chaque couple l'équation des 
trois moments. Le nombre de couples de travées est égal au nombre 
d’appuis intermédiaires surabondants. Donc, le nombre d'équations 
d'une poutre continue est égal au degré d'hyperstatisme. 

Une fois les équations résolues et les moments trouvés, on cons- 
truit sans difficulté l’épure des moments fléchissants et on trouve 
les contraintes dans la poutre. 


E xemple 6.6. Calculer la poutre continue Lépertitique à quatre 
travées et construire l'épure des moments fléchissants (fig. 236). 

Le degré d’hyperstatisme du système est trois. Introduisons aux appuis 
intermédiaires des articulations et trois moments inconnus: M1. M2 et Ms. 
Construisons dans le système équivalent l’épure des moments fléchissants des 
forces données pour les deux premières travées (fig. 236,b). 

Formons maintenant les équations déterminant les moments. Considérons 
les travées AB et BC. Le moment est nul à l'appui A. Par conséquent, M, == 0. 
Puis, Mmoy == M1 et Ma — M2. L'aire de l’épure des moments sur l'une et 
l’autre travée est : 


= gl. 


Le moment statique de ces aires par rapport aux extrémités extérieures 
du couple de travées sera aussi le même : 


13 TI 
Se=Sa= 7 
Donc, l'équation (6.4) donne: 
13 FE] 
aMi+Mai+6 (D +D) =0, 
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ou 
2 
4Mi+Me= 5 . 


Passons ensuite au couple de travées suivant: BC et CD. À présent M,=M;, 
Mmoy = M2, Ma = M; et*Sa=0. Par conséquent, 


12 
Mi+4Mo+ Ma= —<—. 


Enfin, pour le troisième couple de travées on a: 


Me+4M3=0. 
Résolvant les équations, on trouve : 
13 4 1 
= —— ql2 an— ol i =———— ql2, 
M; 112 gl, M: TE) ql?, M3 TE) ql 


Ainsi, les inconnues hyperstatiques sont déterminées. [1 reste à construire 
l'épure des moments fléchissants. Elle s'obtient en faisant la somme des épures 


Se mL = = > MS 
A ti gr . 
dlle ( x 


IE Mmee 
Fig. 236 


des moments des forces données et des épures des moments d'appuis (fig. 236.c). 
Pour cela, dans la partie où les paraboles et les a pe s'ajoutent, on rabat 
habituellement l’épure des moments d'appuis sur les paraboles. On reporte 
ensuite les parties hachurées sur la droite horizontale. On a représenté 
fig. 236.4 l’épure des moments fléchissants ainsi construite et la forme corres- 


pondante de la déformée. 
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Si l'on à besoin de trouver outre les moments fléchissants les réactions des 
appuis. le plus simple est de se servir des équations d Se Trouvons, par 
exemple, la réaction de l'appui C. Considérons à cet eflet deux travées conti- 


ro [NC 1 Lyt2 
TA 8 À gal? le mel 


.4 2 
9e © 


Fig. 238 


guës et appliquons-leur. à part leur charge propre, les moments d'appuis trou- 
vés (fig. 237). 

Prenons la somme des moments par rapport au point B pour la travée 
gauche et trouvons la réaction de l'appui C: 


LE 
Piste fi Pet 


De la mème manière, on prend les moments des forces par rapport au 
point D pour la travée droite et on trouve de nouveau la réaction 
de l'appui C: 


; 4, ous sl _ à 
Please Pal 


Telles sont les forces que les travées de gauche et de droite exercent sur 
l'appui C. La réaction totale est égale à leur sornme : 


: ee 02. 
Pe=P+P=T gt 


Exemple 6.7. Calculer la poutre hyperstatique (fig. 238.a). 

Le degré d’hyperstatisme du système est deux. Ses particularités sont une 
console à droite et un encastrement à gauche. Transportons la force P au point 
de l'appui de droite et substituons à la poutre supprimée le moment PI (fig. 238.b). 
La force appliquée à l'appui intervient seulement lors de la détermination des 
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réactions d’appuis ; elle ne crée pas de moment fléchissant. Remplaçons l'encas- 
trement par deux appuis infiniment voisins, c'est-à-dire introduisons à gauche 
une travée de longueur 1; = 0 (fig. 238,b). 

Une telle opération est suffisamment évidente. Supposons que la déformée 
de la poutre passe par deux points voisins: par les Qi A et B situés sur 
la droite horizontale (fig. 239). Au fur et à mesure que diminue la longueur A, 
l'angle d'inclinaison de la tangente à la déformée au voisinage de l'appui de 
droite diminue s’aunulant à la limite. Par conséquent, l'introduction d'une 


Fig. 239 


travée de longueur nulle as une liaison spRenentaire interdisant la rota- 
tion de la section gauche de la barre. Donc, deux appuis infiniment voisins 
jouissent de la propriété d'encastrement. 

Pour le couple de travées AB et BC (fig. 238,b) l'équation (6.4) s'écrit: 


Passons au deuxième couple de travées. Le moment de la force donnée PI 
peut être considéré soit comme un moment d'appui égal à Ma, soit comme 
une charge extérieure donnée. Dans le second cas. il faut construire l'épure des 
moments de PI et calculer Sa, mais posant alors M4 = 0. 

Considérons le moment P! comme un moment d'appui. L'équation (6.4) 
s'écrit alors: 

Mil+4Mal—Pl=0. 


Résolvant les équations déduites, on trouve : 


My= Pl; Me=+ Pl. 


On coustruit ensuite l’épure des moments fléchissants (fig. 238,c). 
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Considérons les principales particularités de systèmes plans-spa- 
tiaux. Comme on l’a déjà dit plus haut, des systèmes géométriquement 
plans sont des systèmes plans-spatiaux lorsqu'ils sont chargés par 
des facteurs de force agissant dans des plans perpendiculaires au 
plan du cadre. Des exemples de systèmes plans-spatiaux sont 
représentés fig. 240. 

La particularité de ces systèmes est que les facteurs de force 
intérieurs dans toutes les sections droites du cadre et se trouvant 
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dans le plan du cadre sont nuls. On le démontre d'une manière 
tout à fait analogue à ce qu'on a fait plus haut, lorsqu'on considérait 
les propriétés de la symétrie et de l’antisymétrie. 

Soit un cadre plan-spatial (fig. 241). Faisons une section arbitraire 
pour le rendre isostatique. Désignons par X,, X., X, les facteurs 
de force dont le plan d'action est perpendiculaire au plan du cadre. 
Ce sont les moments fléchissant et de torsion et l'effort tranchant 
vertical. Désignons les trois autres facteurs de force dans la section 
par X,, Xs, Xe. Pour la clarté, sur la fig. 241 ces facteurs de force 
engendrés dans le plan du cadre ont été déviés latéralement. 

Le système d'équations canoniques 


dis X 1 + O2 X 2 + 13 X 3 + Os + Os X 5 + die Âe = — Vip 
O2 X à + O22X 2 + 23 À 3 + O2 4 + Vas X 5 + Vs 6 — — Ü2p, 
ds1X 4 + O32X 2 + O8 À 3 + Oui X'4 + Bs5 À 5 + so 6 = — Osp; 
duiX à + Oi2X 2 + V3 X 3 + Ou à + Bis X 5 + Oise = — ip, 
dsaX à + Os2X 2 + O53 À 3 + Os A + Os X 5 + Os e — — Osp; 
Ôs1X à + Os2X 2 + O3 À 3 + Oui Xi + es X 5 + Oes À 8 = — dep 
se décompose ici en deux systèmes indépendants, puisque quand 


on fait le produit des épures des trois premiers facteurs par les épures 
des trois derniers on obtient toujours zero: 


dix — Os — Ôye = Oz = ... —0. 
On a donc: 
duiX si + O2 Â 2 + Os 3 = — up, 
24 X à + O22À 2 + 023 X 3 = — Oop, 
ds1X à + 32 X 2 + Os3X 3 = — sp 
OX + dus X 5 + dise = — Op. 
Os X 4 + Os s + se X 8 = — sp, 
Os X 4 + ÔssX 5 + ess — — Osp. 
Si les forces extérieures agissent dans le plan du cadre, c'est-à-dire 
si le cadre est plan au sens usuel, les quantités 6,b, 6,p et ô,p S'annu- 
lent et les facteurs de force intérieurs X,, X,, X, sont nuls. Cela 


signifie que dans le cas d’un cadre plan seuls apparaissent des facteurs 
intérieurs agissant dans son plan. 

Si la charge extérieure est perpendiculaire au plan du cadre, 
ÔeP, ÔsP et Ô8p sont nuls. Alors, X4, X:, Xe sont également nuls. 
Comme on le voit, dans un cadre plan-spatial sont conservés les 
facteurs de force intérieurs dont les plans d'action sont perpendiculai- 
res au plan du cadre. 
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Lorsqu'une charge composée (fig. 242) agit sur un cadre plan, 
on peut toujours décomposer les forces dans des plans et considérer 
séparément le système plan et le système plan-spatial. Les facteurs 
de force intérieurs se déterminent ensuite par superposition des 
solutions. 

Passons aux systèmes spatiaux hyperstatiques. L'étude de tels 
systèmes ne comporte pas de difficultés essentielles. Il va sans dire 
que dans les systèmes spatiaux la détermination des inconnues 
hyperstatiques demande habituellement de plus gros calculs que 
pour les systèmes plans. Toutefois, les équations canoniques de la 
méthode des forces restent les mêmes et leurs coefficients se déter- 
minent par les mêmes procédés. 

La vérification de l'invariabilité cinématique du système fonda- 
mental demande une attention particulière lors de la détermination 
des inconnues hyperstatiques des systèmes spatiaux. Il arrive qu’un 
système spatial soit un mécanisme, mais il faut pour le découvrir 
un examen attentif. Ainsi, les systèmes à articulations spatiales 
(fig. 243) sont cinématiquement variables. Pour chacun d'eux les 
liaisons imposées n’empêchent pas la rotation du système par rapport 
aux axes marqués en pointillé. 

La vérification de l'invariabilité cinématique d'un système 
spatial se fait habituellement par tâtonnements, c’est-à-dire qu’on 
essaie par la pensée de déplacer le cadre ou certains de ses éléments 
par rapport à des axes immobiles. 

Ceci étant. il convient de noter pour terminer que la condition 
d'invariabilité cinématique, soulignée à plusieurs reprises plus haut, 
n'est pas toujours obligatoire. Dans certains cas on permet que 
le système fondamental varie cinématiquement, mais cette question 
se résout habituellement en relation avec les particularités des forces 
appliquées au système. Ainsi, dans l'exemple 6.5 considéré plus 
haut, l'anneau a été coupé en deux endroits (cf. fig. 231), les parties 
de l’anneau pouvant alors se déplacer librement l’une par rapport 
à l'autre. 

Toutefois, la variabilité cinématique obtenue n'était pas 
essentielle, puisque le sysième de forces données ainsi que le 
système des forces unitaires étaient équilibrés indépendamment 
l’un de l’autre. 


Exemple 6.8. Résoudre le système hypersiatique (fig. 244,a). La 
rigidité des barres constitutives est £J à la flexion et GJr à la torsion. 

Le système est plan-spatial. C'est pourquoi dans toute section droite les 
facteurs de force se trouvant dans le plan du système sont nuls. En outre. le 
système est symétrique. Par conséquent, dans la section droite coïncidant avec 
le plan de symétrie s’annulent les facteurs untisymétriques: le moment de 
torsion et l'effort tranchant vertical. Seul n'est pas nul le moment fléchissant 
dans le plan vertical. Coupons le système de barres selon le plan de symétrie 
et appliquons un moment X\,. 
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Construisons l'épure des moments des forces données et du moment uni- 
taire et trouvons les coefficients de l'équation canonique: 


ô11X1+61p=0, 
ô,— 21 21 no gls — qls 
UE T Gr APT SET — CJr 
Alors, 
EJ 
x, 1+357— 
1776 4 + ET 
Cr 
Si les barres constituant le système ont une section droite circulaire, on a: 
EJ 
me ES = E) 
CJr =1+uz1,3, X: 0,355ql2. 


L'épure résultante des moments fléchissants est donnée fig. 244,6. 


ge 
9 


Fig. 244 


Exemple 6.9. Considérons, pour terminer. le système spatial 
(fig. 245.a). Les rigidités à la flexion £J et à la torsion GJ- sont identiques 
pour tous les éléments du système. 

Le système est symétrique par rapport aux plans verticaux AB et CD. 
Le coupant selon le premier plan de symétrie, on obtient dans les sections seule- 
ment des facteurs de force symétriques (fig. 245.b). On voit d'emblée des con- 


JE sen AE ; 2 s P . 
ditions d'équilibre que la force normale dans ces sections est égale à — et l'un 


e 
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des moments est égal à = . Il reste seulement un moment inconnu X, eugeudré 


dans le plan horizontal. 


Construisons pour le quart BD les épures des moments des forces données 
et du moment unitaire. Multipliant les épures, on trouve: 
al 21 PI? 
= Er +: PET 


Alors, 


ANNEES PA 
#24 Da 


Pour une section circulaire = El æ 1,3, X1 & 0,076PI. L'épure résultante des 
T 


moments est donnée fig. 245,e. 
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$ 48. Détermination des déplacements dans les 
systèmes hyperstatiques 


On sait déjà que dans n'importe quel système le déplacement 
est donné par le produit de l'épure des moments des forces extérieures 
et de l'épure des moments de la force unitaire appliquée au point 
dont on cherche le déplacement. | 

Danslessystèmes hyperstatiques, il est évident que pour construire 
les épures des moments des forces extérieures il faut déterminer les 
inconnues hyperstatiques et construire l’épure résultante, ainsi qu on 


a "2 


Fig. 246 


l'a fait à maintes reprises dans les exemples précédents. Lorsque 
à un système hyperstatique cst appliquée une force unitaire, la 
question se pose à nouveau de déterminer les inconnues hyperstati- 
ques. Par conséquent, il en résulte que pour déterminer le déplace- 
ment dans un système hyperstatique il faut déterminer à deux 
reprises les inconnues hyperstatiques. 

Toutefois, les difficultés qui surgissent s'éliminent facilement 
si l’on détermine les déplacements non pas dans le systeme donné. 
mais dans un système équivalent. Soit donné un certain système 
hyperstatique et cherchons le déplacement, par exemple, au point À 
(fig. 246,a). Considérons un système équivalent (fig. 246,b).Une 
fois trouvés les facteurs de force X,, X, et X, par la méthode décrite 
plus haut. le portique représenté fig. 246,b ne se distingue en rien 
du portique donné. En particulier, les déplacements de tous ses 
points seront les mêmes que ceux du portique donné. Aussi peut-on 
considérer que les forces X,, X,, X, sont données. L'’épure des 
moments des forces P, X,, X. et X. représente l'épure des moments 
du portique hyperstatique. I1 faut donc d’abord résoudre le système 
hyperstatique et construire l’épure résultante des moments. La 
forme de cette épure ne dépend pas naturellement du choix du 
système équivalent. Puis. on débarrasse le système équivalent 
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des forces extérieures, y compris X,, X, et X, et on applique une 
force unitaire au portique isostatique (fig. 246,c). . 

On fait le produit de l’épure unitaire obtenue par l’épure résul- 
tante des forces extérieures données. Pratiquement, il est plus com- 
mode de faire séparément le produit de l’épure unitaire par les épures 
des forces données et des facteurs de force X,, X,, X, et de faire 
la somme algébrique des résultats obtenus. Ainsi se détermine le 
déplacement cherché. Comme on le voit, point n’est besoin de 
résoudre une seconde fois le système hyperstatique. . 


Exemple 6.10. Déterminer le déplacement horizontal du point 4 
dans le portique (fig. 247, a). L’épure des moments fléchissants de ce portique 


ee — C 


d 5 
Fig. 248 


a déjà été construite (exemple 6.4). Aussi, considérant que la première partie 
du problème est résolue, coupons le portique en un point arbitraire et appliquons 
au système fondamental obtenu une force unitaire au point À (fig. 247,b). Mul- 
tipliant des épures, on trouve: 


5,17 PB 
ATGI2 ET * 


Exemple 6.11. Déterminer de combien diminue le diamètre AB de 
l'anneau (fig. 248,a) lorsqu'on le charge par des forces P. Les inconnues hyper- 
statiques de cet anneau ont été déterminées précédemment (exemple 6.5). On a 
trouvé que le moment fléchissant pour le quart de l'anneau AC était donné en 
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fonction de l'angle @ par la formule: 


a 1 1 
M=PR (+-<cos o) . 
Coupons l'anneau en un point arbitraire et appliquons aux points À et B 


des forces unitaires opposées (fig. 248,b). Au point de coordonnée angulaire 
courante œ on a M, = R sin y. Alors, 


dag=2 = . 


ot] 
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Chapitre VII 


FONDEMENTS DE LA THÉORIE DES ETATS 
DE CONTRAINTE ET DE DEFORMATION 


$ 49. Etat de contrainte en un point 


Déjà sur les exemples de traction et de cisaillement nous avons 
pu nous assurer que les contraintes sur un petit élément plan passant 
par un point donné d'un corps chargé dépendent de l'orientation 
de cet élément. Lorsque l'élément tourne, les contraintes varient 
selon une loi bien déterminée. Cette loi se prête à l'analyse non 
seulement dans les cas particuliers de la traction et du cisaillement, 
mais aussi dans ie cas général de chargement d’un corps. Cette 
question fait l’objet du présent chapitre. Notons que l'étude des 
lois de variation des ccntraintes en un point n’a pas un caractère 
purement abstrait. Elle est indispensable pour la résolution de 
problèmes plus complexes et, en premier lieu, pour les calculs de 
résistance dans les cas généraux de charge. 

Soit un corps (non forcément élastique) chargé par un système 
arbitraire de forces (fig. 249). 

L'état de contrainte varie assez lentement d'un point à un autre 
et il est toujours possible de choisir au voisinage d’un point quelcon- 
que À (fig. 249) un domaine suffisamment petit tel que l'état de 
conrtainte y soit homogène. Il va sans dire qu'une telle conception 
n'est possible que dans les limites de l'hypothèse, faite plus haut 
pour le milieu continu, permettant le passage aux volumes infiniment 
petits. 

Afin de caractériser l'état de contrainte au point À, imaginons 
que trois plans sécants passent par ce point et que les grandeurs 
des contraintes qui y sont développées soient connues. 

Au voisinage du point étudié, découpons par six sections un 
volume élémentaire représenté par un parallélépipède rectangle 
(fig. 250) contenant le point À. Lorsqu'on diminue les dimensions 
du parallélépipède. il tend vers ce point. A la limite toutes ses 
faces passent par le point À, et les contraintes dans les plans sécants 
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correspondants peuvent être considérées comme les contraintes au 
point étudié. 

La contrainte résultante sur l'élément sécant peut être décomposée 
en trois composantes : une selon la normale à l'élément plan et deux 
dans le plan de la section. On désignera, comme auparavant, la 
contrainte normale par © qu'on affectera des indices x, y et z selon 


Fig. 250 


l'axe considéré (fig. 250). Nous désignerons la contrainte tangenticlle 
par la lettre t avec deux indices, le premier correspondant à l'axe 
perpendiculaire à l'élément sécant et le second, à l'axe selon lequel 
est dirigé le vecteur +. L'orientation des axes eux-mêmes est arbit- 
raire. 

Nous compterons les contraintes normales de traction o comme 
positives, et les contraintes de compression comme négatives. En 
ce qui concerne le signe des contraintes t, nous ne ferons pas ici 
de convention, étant donné, que le signe de + n'intervient pas dans 
les problèmes examinés dans la suite. 
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Les contraintes sur trois faces contiguës de l'élément de volume 
ou, en d'autres termes, sur trois plans orthogonaux passant par le 
point, sont représentées fig. 250. On a des contraintes égales, mais 
de signes contraires sur les faces invisibles de l’élement. 

Le système de forces appliquées à l'élément doit satisfaire aux 
conditions d'équilibre. Etant donné que les forces appliquées à 
deux faces parallèles sont de signes contraires, les trois premières 
conditions d'équilibre sont identiquement satisfaites, cet les sommes 
des projections de toutes les forces sur les axes x, y et z sont nulles, 
quelles que soient les grandeurs des contraintes. Reste à vérifier 
si les sommes des moments de toutes les forces par rapport aux 
axes x, y et zs'annulent. Lorsqu'on établit les équations d'équilibre, 
on voit facilement que le moment de chaque force est neutralisé 
par le moment de la force opposée s’exerçant sur la face parallèle 
cachée. Font exception les forces tangentielles. Ainsi. pour l’axe x 
la condition pour que la somme des moments soit nulle est observée 
lorsque le moment de la force t,.dr dz est égal au moment de la 
force t.,dx dy, c'est-à-dire : 


Ty: dx dz-dy = TT: dx dy -dz. 


D'une manière analogue, on a encore deux équations d'équilibre et, 
en définitive: 


Tyz = Tryo Vi = Ter Try = Tyxe (7.1) 


Donc, sur deux éléments orthogonaux, les composantes des contrain- 
tes tangentielles, perpendiculaires à l'arête commune, sont égales et 
dirigées soit vers l’arête, soit dans le sens contraire. 

C'est la loi de parité des contraintes tangentielles formulée 
sous sa forme générale (voir également $ 12). Elle est vraie pour 
tous les points du corps chargé, quelles que soient la nature des charges 
appliquées et les propriétés du matériau. La condition de parité 
des contraintes tangentielles entraîne qu’on a sur les faces du 
volume élémentaire (fig. 250) non pas neuf, mais seulement six 
composantes indépendantes de contraintes, puisque les contraintes 
tangentielles sont deux à deux égales. 

La détermination des contraintes sur les faces de l'élément est 
le premier pas dans la résolution des problèmes de résistance d'un 
état de contrainte complexe. On l'appelle détermination de l'état 
de contrainte. Considérons un exemple. 


Exemple 7.1. Etablir quel est l'état de contrainte aux points À et B 
d'une barre soumise simultanément à une traction et à une torsion (fig. 251,a). 
Au voisinage des points donnés découpons un volume élémentaire. Choisis- 
sons les orientations des plans de telle façon que les contraintes se déterminent 
le plus facilement possible. Dans notre cas, il est naturel d'orienter les plans 
parallèlement et perpendiculairement à l'axe de La barre. Sur la fig. 251,a les 
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lans sécants au voisinage des points À et B ont été représentés en pointillé. 
uis on les représente en dehors de la barre à une échelle agrandie avec conser- 

vation de l'orientation des plans (fig. 251.b et c). + | : 
Par suite de l'action de la force P, il apparaît dans les sections droites de 


la barre une contrainte normale OT: Les vecteurs correspondants aux con- 
traintes sont dessinés sur les faces. Par suite de l’action du moment , il appa- 


Fig. 251 
raît dans les sections droites et longitudinales des contraintes tangentielles. 
Au point À la contrainte est Tmax = D-3065S , et au point B, t = 0. Les vecteurs 
Tmax S0nt également dessinés sur les faces. En définitive 
au point À: 


: P 
6x =0,=0, UT , Ty: =0, 


Tex —,208a5 s Txy =0; 


au point B: 


0 : 0 
x = Op À TT: Ty = Tire Try = 


$ 50. Détermination des contraintes sur un élément 
arbitrairement orienté 


Considérons l’assertion suivante: si les six composantes des 
contraintes, à Savoit Oz, Oys Oz Tyzr Trxr Teys dans trois éléments 
plans orthogonaux sont données, on peut déterminer les contraintes 
dans tout élément plan passant par. ce point. 

Découpons encore dans le corps contraint (fig. 249) au voisinage 
du point À un volume élémentaire. mais cette fois non pas sous 
forme de parallélépipède, comme précédemment, mais de tétraèdre 
(fig. 252). Trois des faces du tétraèdre coïncident avec les plans de 
coordonnées du système z, y, 2. La quatrième face est un plan sécant 
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quelconque. On déterminera son orientation dans l'espace par les 
cosinus directeurs de la normale v dans le système d axes z, y, :, 
c'est-à-dire par les quantités 7, m. n. 

Le tétraèdre élémentaire jouit des mêmes propriétés que le paral- 
lélépipède considéré plus haut. Quand on réduit ses dimensions, 
il tend vers le point O et, à la limite, toutes ses faces passent par 
ce point. Aussi peut-on considérer que les contraintes sur les faces 
sont les contraintes au point étudié. | 

On a représenté en pointillé fig. 252 les composantes des contrain- 
tes sur les faces invisibles. Projetons le vecteur contrainte totale 


Fig. 252 


sur la face oblique BCD sur les trois axes x, y, :. Soient X, Y, Z 
ses composantes. Une fois ces trois quantités trouvées, elles permet- 
tent évidemment de déterminer les composantes normale et tangentiel- 
les sur la face oblique. 

Désignons par F l’aire du triangle BCD, par F, celle du triangle 
OCD, par F, celle de OBD et, enfin. par F, celle de OBC. Il est 
évident que: 

Fe=Fl; F,=Fm; F,=Fn, (7.2) 
l, m, n étant les cosinus directeurs de la normale v. 


Projetant toutes les forces agissant sur l'élément successivement 
sur les axes r, y et z, il vient: 


XF = 02e tyxly + TixPe 
YF = Teyl x +0 + TE 
ZF = teFx+tyFy+0F;, 
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ou, en vertu des relations (7.2), 


X= Oxl + TyxMm + Tax 
Y'=teyl + 0m + Tiyn, (7.3) 
Z=Te:l + tysm + on. 


Ainsi, on voit effectivement que pour tout élément déterminé 
par les cosinus directeurs !, m, n les projections X, Y et Z s'expri- 
ment en fonction des six composantes primitives o,, Oys Oz Tyzr 
Tr Txy. En d’autres termes, l'état de 
contrainte en un point est déterminé 
par siz composantes. 

Au moyen des formules (7.3), il est 
facile de déterminer le vecteur qui re- 
présente la contrainte totale sur n’im- 
porte quel élément plan passant par 
le point considéré (fig. 253). 

Comme on l’a déjà dit, l’état de 
contrainte en un voint est une notion 
plus complexe que celle dont nous 
nous sommes servis jusqu'à présent. 
Nous connaissons la notion de nombre 
et celle de vecteur en tant que gran- 
nr. deur déterminée par trois nombres. 

Fig. 253 L'état de contrainte, lui, se détermi- 

ne non pas par trois, mais par six 

nombres et constitue ce qu’on appelle un tenseur. Un tel tenseur, 

contrairement à un vecteur, ne se prête pas à une interprétation 

géométrique simple, et on se le donne habituellement sous forme 
de matrice (tableau) écrite, par exemple, sous la forme: 


500 200 100 
200 —50 43 
100 43 720 


où chaque nombre représente la valeur de o,, t,,, . . . conformé- 
ment à la disposition des coefficients dans les trois équations (7.3), 
c'est-à-dire o, — 500, t,, — 200, etc. 

Il est tout à fait évident que pour un élément concret ce vecteur 
ne dépend pas de la façon dont il a été trouvé, c’est-à-dire de l'orien- 
tation des éléments plans initiaux zy. yz et zz menés par la pensée. 
Par conséquent. si l’on change l'orientation des axes zx, y, z, 
l’état de contrainte en un point reste invariable, bien qu’il soit déter- 
miné par d'autres composantes O,. Oy, - .., T:y, - -. et donc par 


$ 51] Axes principaux et contraintes principales 245 


une autre matrice. L'état de contrainte en un point varie seulement 
lorsque la charge extérieure s’exerçant sur le corps considéré est 
modifiée. 


Arrêtons-nous plus en détail sur quelques propriétés de l’état 
de contrainte. 


$ 51. Axes principaux et contraintes principales 


Exprimons en fonction de X, Ÿ et Z la contrainte normale 
6, à la face inclinée. Evidemment 


Gy=Xl+Ym+Zn, 
ou, en vertu des expressions (7.3), 
0, = 01? + 0,m?+ 01° + 27t,.mn + 2t:.nl + 21. ,lm. 


Considérons l’ensemble de tous les éléments sécants passant 
par le point considéré. Reportons sur la normale à chaque élément 
un segment r — f(o,) (fig. 254). Les coordonnées de l'extrémité 


z 


Fig. 254 Fig. 255 


de ce vecteur sont les suivantes: 
ES ARR LAVER À AE ue Tut. 


CALE | tes _ rs... 
Eliminant de l'expression de o, les cosinus directeurs 2, met n, 
on obtient le lieu géométrique de l'extrémité du vecteur: 
Ou = 032? + Oyy? + 0,2? + 27:yz + 2Tx2r + Itsyry. 


Voyons maintenant quelle est en fonction de o, la valeur absolue 
du segment r que l’on doit reporter. Habituellement, on résout cette 
question en partant de considérations géométriques. Dans notre cas, 
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pour avoir une expression simple, posons: 


k 
PE 19,1 ? 
k étant une constante arbitraire dépendant de l'échelle de la cons- 
truction. 
Alors : 


k= ox +0,ÿ? + 0,2? + 2t,yz + 2.222 + 2t.ry. 


La relation obtenue dit peu de choses sur les lois de variation des 
contraintes en un point, mais elle donne l'équation d’une surface du se- 
cond degré à centre. On sait du cours de géométrie analytique que, par 
une rotation du système de coordonnées, cette équation peut être 
transformée de manière à faire disparaître les doubles produits des 
coordonnées, ce qui revient à annuler les coefficients des doubles 
produits. Dans notre cas, cela signifie qu’en tout point étudié d'un 
corps contraint il existe un système d'axes x, y, z par rapport auquel 
les contraintes tangentielles ty. T:, et ty sont nulles. De tels axes 
sont dits axes principaux. Les plans orthogonaux correspondants sont 
dits plans principauz, et les contraintes normales à ces plans contraintes 
principales. On les désigne dans l’ordre de croissance par 04, 0, et o:. 

Si dans le voisinage du point étudié le volume élémentaire a 
été découpé au moyen de plans principaux, le système de forces 
agissant sur les faces de l'élément se simplifie (fig. 255). Les équations 
(7.3) se simplifient aussi considérablement. Elles s’écrivent : 

X=oi, Y =om, Z—on. 

Comme 

tm +n=1, 
on a: 


_. + US =1. 

Cette relation admet une nt géométrique très simple. 
Les quantités X, Ÿ et Z peuvent être considérées comme les coor- 
données de l'extrémité du vecteur contrainte totale p s'exerçant 
sur l'élément d'orientation quelconque. Le lieu géométrique des 
extrémités du vecteur contrainte totale décrit un ellipsoïde dont les 
demi-azxes sont les contraintes principales 0;, o, et ©; (fig. 256).L'ellip- 
soïde obtenu s'appelle ellipsoïde des contraintes. 

Il résulte de cette figure géométrique que la plus grande des 
trois contraintes pricipales est en même temps la plus grande cont- 
rainte totale possible s'exerçant sur l'ensemble des éléments plans 
passant par le point étudié. D'autre part, la contrainte pricipale 
minimum est aussi la plus petite contrainte dans l'ensemble des 
contraintes totales. 
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Dans le cas où deux contraintes principales sont égales. l’ellipsoïde 
est un ellipsoïde de révolution. Alors, tout plan passant par son axe 
de révolution est un plan principal. Lorsque toutes les trois contrain- 
tes principales sont égales, l’ellipsoïde devient une sphère, et au 
point étudié tous les plans sont principaux. 

Passons à présent à la détermination des grandeurs des contrain- 
tes principales en fonction des six composantes de l’état de contrainte 


Fig. 256 


dans un système arbitraire x, y, z. Retournant à la fig. 253 et aux 
relations (7.3), supposons que le plan oblique soit principal. Alors, 
la contrainte totale sur cet élément (elle est principale) sera dirigée 
selon la normale v. Designons-la par S: 

X=—SI, Y—Sm, Z=Sn. 
Les relations (7.3) deviennent à présent : 

(ox —S)l4+ tm tin = 0, 

Teyl+ (0, —S)m+Tyn =0, (7.4) 

Tesl-L TyzMm + (0: —S) n = 0. 
On peut les considérer comme un système d’équations par rapport 
aux inconnues !, m et n déterminant l'orientation de l'élément 
plan principal dans le système initial d’axes x, y, z. Le système 
oblenu est homogène. Or, il doit admettre une solution non nulle 


en !, met », étant donné que les cosinus directeurs ne peuvent s'annu- 
ler tous ensemble : 


E+mi+n?=1. (7.5) 
Pour que ce système d'équations homogènes (7.4) admette une 
solution non nulle, il faut que son déterminant soit nul: 
Ox—S  Tyx Tx 
Tzy  Oy—S T2y 
Tzs Ts O1—S 


0. (7.6) 
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Alors l’une des trois équations est une combinaison linéaire des 
deux autres. qui, avec la condition (7,5), forment un nouveau 
système permettant de trouver les quantités /, m et n déterminant 
la position des plans principaux. Mais nous laisserons en marge cette 
partie du problème et nous déterminerons les contraintes principales 
S du système (7.4). 

Développant ce déterminant et ordonnant selon les puissances 
de $, on obtient l'équation cubique suivante: 


S—SYJi+SJe—-Js=0, (7.7) 
où 
Ji=0:+0,+0:, | 
Ja = 0102 + 010% + Ox0y — The — Tr Thu | 
Ox Tyx Tzx (7.8) 


J3=|Tey Oy Tryl- 
Txz Tyz O: 


On peut montrer que toutes les trois racines de l’équation (7.7) sont 
réclles. Elles donnent trois valeurs pour les contraintes principales 
Ojr Oo et O3. 

Il va sans dire que les contraintes principales, c'est-à-dire les 
racines de l'équation (7.7), sont déterminées par le caractère de 
l'état de contrainte et ne dépendent pas du système d’axes initiale- 
ment adopté. Par conséquent, lors de la rotation des axes x, y, z 
les. coefficients J,, J, et J,; de l'équation (7.7) doivent rester 
invariables. On les appelle invariants de l'état de contrainte. 

Dans certains cas les invariants peuvent prendre des valeurs 
nulles. Ainsi, si J, = 0, l'une des racines de l’équation (7.7) est 
également nulle. On dit alors que l’état de contrainte est biazxial 
ou plan. En particulier, l’état de contrainte de cisaillement pur que 
nous connaissons représente un état de contrainte biaxial, pour 
lequel o, = —0, et ©, = 0. 

Si le deuxième et le troisième invariants sont aussi nuls, c'est-à- 
dire si J, = J, = 0, l'équation (7.7) a alors deux racines nulles, 
et seule une des trois contraintes principales n’est pas nulle. L'état 
de contrainte est alors dit uniazial. Nous l'avons déjà rencontré 
lors de l'étude des questions de traction, de compression et de flexion 
pure. 

Considérons quelques exemples de détermination des contraintes 
principales. 


Exemple 7.2. Déterminer les contraintes principales lorsque toutes 
les composantes d’un état de contrainte sont égales (fig. 257,a). 
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En vertu des expressions (7.8) et (7.7), on a: 
J=30, Je=J3=0, 
O1-=30, O2=03—=0. 


Par conséquent, l'état de contrainte donné est une traction uniaxiale. 
On peut donner une explication simple de ce résultat. si l'on tient compte 
que l'élément peut être découpé arbitrairement dans la barre tendue. Il est. 


A 
_—_— TES 


L\ 
\ 


36 


mm ————_____— —…— …… — 


7 


Nes 
36 L] Je 


Fig. 258 


évident que lorsque les trois plans sécants sont également inclinés sur l'axe 
de la barre tendue. il apparaît justement dans les faces de l'élément des com- 
posantes égales de l’état de contrainte (fig. 258). 

Puisque lors de la variation de l'orientation des plans sécants l’état de 
contrainte ne varie pas, la solution obtenue peut être représentée par l'égalité 
symbolique (fig. 257). 


Exemple 7.3. Déterminer les contraintes principales pour l'état. 


de contrainte: 
s. 0 t + 
(: 0 ) 
T Tt 0 
(fig. 259,a). 
En vertu des expressions (7.8), on a : 
Ji=0, Jo=—3r, J;=213. 
Alors, 
53— 3125 — 2130. 


On voit que $ —: —+t est une racine. Divisant le premier membre de l'équation 
par $ + t. on ramène l'équation à une équation du second degré et on déter- 
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mince les deux autres racines. En définitive: 
Æ=2t, Oo =03= —T. 
Ainsi, l'état de contrainte est triaxial (fig. 259,b). 


Fig. 259 


$ 52. Diagramme circulaire de l’état de contrainte 


Comme on le verra par la suite, la détermination des contraintes 
principales est une étape intermédiaire indispensable dans les calculs 
de résistance d’un état de contrainte complexe. C’est pourquoi on 
a souvent à calculer les contraintes principales. 

Cela ne signifie pas que l’on doit toujours résoudre l'équation 
cubique (7.7). Le fait est que dans la plupart des cas rencontrés 
en pratique la position d’un des plans principaux au point étudié 
peut être indiquée à l’avance. Alors les deux autres plans principaux 
se déterminent dans la famille des plans perpendiculaires au premicr, 
ce qui simplifie considérablement le problème. 

Envisageons les conditions d'équilibre du prisme triangulaire 
(fig. 260). Ce prisme a été obtenu en coupant le parallélépipède 
élémentaire par un plan oblique, qui reste parallèle à l’un des axes 
principaux quel que soit l'angle d’inclinaison &. Dans le cas donné 
l'axe principal y jouit de cette propriété. 

Projetant toutes les forces agissant sur le prisme tronqué sur 
des axes portant ua vecteurs © et t (fig. 160,b), on a: 


6 dy = 01 dy dz cos a 4-0, dy ditg asin a, 
T dy ne EG dydzsina—cydy dztsacosa, 


ou encore : 
6 = 0, cos? a + o3sin?@, 
T = (0, —03) sin a cos &. 
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Diagramme circulaire de l'état de contrainte 


Pour Les plans T| Pour Les plans 2 
paroltèles à l'axe x | parallèles à l'axe y LE alaxre z 


Fig. 262 


251 
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On peut recopier ces expressions sous la forme : 


o= ti fes + A9 cos 2a, 
(7.9) 


T = sin 2@. 


01 — 03 
2 


Ainsi se déterminent les contraintes dans la famille des plans 
parallèles à l’un des axes principaux. 

On peut donner aux expressions (7.9) une interprétation géométri- 
que simple. 


Faisons passer la demi-somme des contraintes principales 


dans le premier membre de la première équation. Puis, élevant au 
carré les deux membres de chaque équation et ajoutant membre 
à membre, éliminons &. On a: 


_A1+0)\?, 2 (4 À 
( p) ) +T = 5 ) . 
C'est, dans le système de coordonnées 0, 7, l'AUÉtER d’un cercle 


dont le centre se trouve sur l’axe © à la distance = 20 de l'ori- 


gine des coordonnées. Le rayon du cercle est égal à là demi-diffé- 
rence des contraintes principales. Autrement dit, le cercle est 
construit sur le segment o, — 0, comme diamètre (fig. 261). 
C'est le cercle de Mohr ou diagramme circulaire de l'état de con- 
trainte. En ce qui concerne les équations (7.9), on peut les considérer 
comme les équations paramétriques d’une circonférence. Le rôle 
du paramètre est joué par l'angle &, qui établit la correspondance 
entre les points du cercle et le plan sécant. Il correspond à chaque 
plan sécant un point déterminé sur le cercle de Mohr. Notamment, 
si « = 0, le plan sécant coïncide avec le plan principal de la contrainte 
maximum 6, (point B de la fig. 261). Si &« — 90°, le plan sécant 
coïncide avec l’autre plan principal de cette même famille (point C 
sur la circonférence). 

La circonférence représentée fig. 261 a été construite pour la 
famille de plans parallèles au vecteur 0,. On peut construire d’une 
manière analogue le cercle de Mohr pour la famille de plans paral- 
lèles aux vecteurs 0, et 04. Alors les cercles se construisent respecti- 
vement sur les segments 0, — O3 et 0, — 0, en tant que diamètres. 
On peut construire ainsi trois cercles de Mohr. Comme il n'est fait 
aucune réserve sur le signe de +, on se borne habituellement à la 
construction du demi-cercle supérieur (fig. 262). 

Il correspond à chaque point de n'importe quelle circonférence 
un plan sécant déterminé dans la famille correspondante. Cependant, 
il va sans dire que les points situés sur les trois cercles n'épuisent 


O1 +03 
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pas tout l'ensemble des plans sécants. Un plan quelconque qui n'est 
parallèle à aucun axe principal ne s'inscrit pas dans le schéma 
considéré. 

On peut montrer qu'aux éléments arbitrairement orientés cor- 
respondent dans le plan (o, +) des points intérieurs au triangle cur- 
viligne hachuré BCD formé par trois cercles de Mohr deux à deux 
tangents (fig. 263). Il existe également des méthodes pour déterminer 
les contraintes dans les plans correspondants. 


Tr 


En 


À 


C7 


Fig. 263 
Comme aucun des points n’est extérieur au triangle curviligne 
hachuré, il est évident que la contrainte tangentielle maximum 
est égale au rayon du plus grand cercle: 
9103 


Tmax ONE (7.10) 


Cette contrainte est engendrée dans le plan également incliné sur 


les plans correspondant aux contraintes principales maximum et 
minimum. 


Fig. 264 


Le diagramme circulaire peut être construit non sculement quand 
sont données les contraintes principales. Il suffit de connaître en 
général les contraintes dans deux plans arbitraires de la famille 
de plans considérés, parallèles à l'axe principal. 

Soit, par exemple, l’état de contrainte représenté fig. 264,a. 
L’axe y est principal. Parmi la famille de plans qui lui sont paral- 
lèles il y en a deux dont on connaît les contraintes. Ce sont les plans 
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I et II. Par conséquent, on peut déterminer sur le diagramme circu- 
laire les deux points correspondants. Ces points doivent se trouver 
aux extrémités d’un même diamètre, étant donné que l'angle entre 
les deux plans est de 90° et qu’il se double sur le diagramme. Toute- 
fois, comme le signe des contraintes + n’est pas spécifié, on reporte 
les ordonnées des deux points vers le haut. Ceci ne se répercute pas 
sur la forme du diagramme circulaire (fig. 264,b). 

A partir du diagramme circulaire on détermine facilement les 
contraintes principales : 


Lu ©; 
gt _R, ge + R, 


R étant le rayon du cercle: 


VE 
Par conséquent, : 


(7.11) 


Une fais trouvées les contraintes 9’ et 6”, on les compare avec 
©, ct on les numérote dans l'ordre de décroissance par 01, 62 et os. 


Exemple 7.4. Déterminer les contraintes principales pour l'état de 
sonne représenté fig. 265. Les cuntraintes sont données en unités convention- 
nelles. 


21400 


Fig. 265 


Dans l'exemple proposé on a donné un des plans principaux et une des con- 
traintes principales. Par conséquent, sans avoir à résoudre l'équation cubique 
(7.7), on peut déterminer les autres contraintes principales à partir du cercle 
de Mobr pour la famille de plans parallèles à l’axe z (fig. 265). 

Portons sur le diagramme circulaire : 


6’ = 200 — V/ 2002-3002 — — 160, 


©” = 200 + 1/ 2003 + 300 = 560. 


Par conséquent, © = 560, o2 = 500, 03 — —160. 
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Lors de la détermination des contraintes principales, on pourrait utiliser 
également les formules (7.11). !1 faudrait alors seulement faire attention à bien 
affecter les contraintes des indices correspondant aux axes. 


$ 53. Revue de différents types d'états de contrainte 


Lors de l'étude de questions de résistance d'un état de contrainte 
complexe le genre de l'état de contrainte a une importance primor- 
diale. La plupart des matériaux se détériorent diversement selon 
qu'il s’agit de traction ou de compression. Comme le montre l’expé- 
rience, tous les matériaux, sans exception, sont capables de supporter 
des contraintes considérables lorsqu'ils sont comprimés de tous les 
côtés, alors que la rupture intervient plus vite lorsqu'il y a une 
traction simple. Il y a des états de contrainte entraînant la rupture 
par fragilité, sans qu'il y ait déformations plastiques, et d’autres 
pour lesquels le même matériau peut se déformer plastiquement. 

Ceci étant, on voit l'importance qu'il y a à s'arrêter plus longue- 
ment sur les principaux indices d’états de contrainte et d'observer 
dans quelles conditions on a tel ou tel état. A partir d’un tel examen, 
il sera plus facile par la suite de s'orienter dans les questions de 
résistance et d'évaluer le degré de danger de l’état de contrainte 
du matériau. 

On a classé plus haut les états de contrainte en états à trois, 
deux et un axe. Néanmoins, dans la résolution des questions de 
résistance une telle classification n'est pas suffisante et l’on convient 
de diviser les états de contrainte en trois classes en fonction du signe 
des contraintes principales. 

On rapporte à la première classe les tractions à trois axes, c'est-à- 
dire des états de contrainte tels qu'aucune des contraintes principales 
n’est compressive. Les diagrammes circulaires d’une telle classe 
d'états de contrainte se situent dans la partie droite du plan o, + 
(fig. 266). En particulier, toutes les trois contraintes extensives 
principales peuvent être égales. On a alors une traction simple à 
trois axes. On la trouve, par excmple, dans la partie centrale d’une 
boule rapidement chauffée par sa surface (fig. 267,a). Par suite de 
la dilatation des couches extérieures chauffées, la couche intérieure 
froide est sollicitée de toutes parts par des forces de traction. Les 
diagrammes circulaires lors de traction simple à trois axes dégénèrent 
en un point (fig. 267,a). La traction à trois axes telle que deux contrain- 
tes principales sur trois sont égales a lieu aux points de l’axe d’une 
éprouvette tendue comportant une gorge circulaire (fig. 267,b). 
On rencontre très souvent un état de contrainte avec 0, = 0, 
c’est-à-dire une traction à deux axes, qui se rapporte également à 
Ja classe considérée. La traction biaxiale, avec 0, -£ 0:, survient, 
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Différents tupes d'états de contrainte 


Fig. 269 
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par exemple, dans des disques minces d'épaisseur constante en rota- 
tion rapide (fig. 267,c). La traction biaxiale avec 0, = 0, survient 
aux points situés sur la surface extérieure d’un récipient sphérique 
supportant une pression interne (fig. 267,4). A la classe considérée 
d'états de contrainte se rapporte aussi, enfin, la traction simple 
uniaxiale survenant dans une tige homogène travaillant en traction 
ou en flexion pure (fig. 267,e). 

Une seconde classe répandue est constituée par des états de con- 
trainte dont aucune des contraintes principales n’est extensive. Ce 


Fig. 270 


sont les compressions à trois axes. Les diagrammes circulaires des états 
de contrainte de cette classe sont situés dans la partie gauche du 
plan o, + (fig. 268). 

La compression simple à trois axes survient dans n’importe quel 
corps, quelle que soit sa forme, lorsqu'il est soumis à une pression 
hydrostatique (fig. 269,a). La compression triaxiale non uniforme 
survient dans la région de contact des corps, par exemple dans les 
billes et les cuvettes des roulements, dans les moyeux et les arbres, 
etc. (fig. 269,b). Un exemple de compression biaxiale est montré 
fig. 269,c. La compression biaxiale avec 6, — 6, apparaît lorsqu'un 
arbre dont les champs sont libres est comprimé (fig. 269,4). 

La compression uniaxiale se rapporte également à la classe 
considérée d'états de contrainte et a lieu, notamment, dans le cas 
de flexion pure ou de compression simple d’une tige homogène 
(fig. 269.e). 

A la troisième classe se rapportent les états de contrainte mixtes, 
les contraintes maximum et minimum parmi les trois contraintes 
principales étant de signes contraires. La contrainte o, peut être 
aussi bien positive que négative. Les diagrammes circulaires des 
états de contrainte de cette classe sont situés dans la partie moyenne 
du plan o. + (fig. 270). L'état de contrainte mixte triaxial survient. 
par exemple, lorsqu'on charge un cylindre à paroi épaisse par 
une pression intérieure (fig. 271,a). Lorsqu'une barre travaille 
simultanément en flexion et en torsion, elle est caractérisée par un 
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état de contrainte mixte biaxiale (fig. 271,b). Le cisaillement 
pur constitue également un état de contrainte mixte biaxiale 
(fig. 271, c). 


Fig. 271 


Les exemples de types d'états de contrainte que l’on a donnés 
ci-dessus ne sont pas les seuls. Nous le verrons au fur et à mesure 
de l'étude du cours. 


$ 54. Etat de déformation 


La variation de la forme d’un corps résulte du déplacement de 
ses points. La distance entre les positions d’un point À avant et 
après la variation de la forme du corps (fig. 272) est appelée déplace- 
ment total. Les composantes sur les axes z, y, z du vecteur déplace- 
ment total sont désignées respectivement par u, v et w. 

Considérons un segment AB dirigé parallèlement à l'axe z 
(fig. 273,a). La distance entre les points À et B pourra être arbitraire- 
ment petite. Désignons-la par dx. Les composantes du vecteur déplace- 
ment au point B différent de celles du vecteur déplacement au 
point À de quantités dépendant de la variation respective de la 


17e 
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coordonnée x. Ainsi, si le point À se déplace le long de l’axe z de la 
quantité w, le point B se déplace de + dx, etc. 


Fig. 272 


L’accroissement de la longueur du segment AB est égal à = dr. 
Par conséquent, l’allongement relatif au point À selon l'axe x sera 


__dæ, __ dw 
Sy? ET 


L’angle de rotation du segment AB dans le plan zz est égal au 
quotient de la différence des déplacements des points B et À le 


Fig. 273 


long de l'axe z par la longueur du segment dr, c'est-à-dire: 


= à 
V1—= zx ‘ 
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L'angle de rotation du segment AC dans le plan zz (fig. 273) est: 
ou 
Ve 


La somme des angles y, et y, représente la variation de l'angle 
droit BAC, c'est-à-dire la distorsion dans le plan zz: 


ôw ôu 
Vi lo 


On peut écrire d’une manière analogue les expressions des distorsions 
dans les deux autres plans de coordonnées. On: a en définitive la rela- 
tion suivante entre les déplacements et les déformations en un point: 


C2 dv - 
Ex = A = y : 8 = HE? 
1] dw dw du 
Watt Ve gta) 
ôu dv 
Va y = e (7.12) 


Moyennant quelques transformations, on peut montrer que les 
six composantes qu'on a obtenues pour la déformation suffisent 
pour déterminer les déformations pures et angulaires au point donné 
dans n'importe quelle direction. 

Par conséquent, l'ensemble des déformations en un point, ou 
état de déformation en ce point, est déterminé par six composantes et, 
ainsi que l’état de contrainte, constitue un tenseur. 

L'analyse de l’état de déformation en un point montre qu'il 
jouit de propriétés tout à fait analogues à celles de l'état de con- 
trainte. Dans l'ensemble d’axes passant par le point étudié il y a 
toujours trois axes orthogonaux dans lesquels les distorsions ne figurent 
pas. Ce sont les axes principaux de déformation, et les déformations 
linéiques dans ce système d'axes sont les déformations principales. 

Les déformations principales sont déterminées par l'équation 
cubique : 

e3— Jie+J;e—J:=0, 
dont les coefficients sont les invariants de l'état de déformation : 
Ji=e:+tey+e; \ 
Ja eyes teectesey— Ty —Lys 1. 
vez 2€x UT Z Vuz Z Yrx z Vis 
1 1 
Ex D Vox 7 Vix } (7.13) 
1 
J:— TZ Yxy Ey Va | 
) 


1 1 
ZT Vzz TZ Vuz €z 
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Comparant ces expressions avec (7.7) et (7.8), on voit que l’ana- 
logue de la contrainte normale est ici la déformation linéique. et 
l’analogue de la contrainte tangentielle, la moitié de la distorsion 
dans le plan correspondant. Continuant cette analogie, on peut, comme 
pour les cercles de Mohr pour les contraintes, construire les cercles 
de Mohr des déformations. 

L'analyse de l'état de déformation est basée sur des relations 
purement géométriques, aussi tout ce qui a été dit subsiste pour 
tout corps homogène, quelles que soient les propriétés mécaniques 
du matériau. 

Concurremment aux déformations linéique et angulaire. en 
résistance des matériaux on a parfois à considérer des dilatations 
volumiques ou cubiques, c’est-à-dire la variation relative du volume 
en un point. 

Les dimensions linéiques d’un parallélépipède dx, dy et dz varient 
par suite de la déformation et deviennent dx (1 + e.), dy (1 + e,) 
et dz (1 + e,). L'accroissement absolu du volume est évidemment 
déterminé par la différence :. 


AV = dr dy dz(1+e.)(1+e,) (1+e:)— dr dy dz. 


Ouvrant les parenthèses et négligeant les produits de déformations 
linéiques, qui sont des quantités infiniment petites d'ordre supérieur, 
on a: 


AV = di dy dz(ex + ey + e:). 


On désigne par la lettre e la variation relative du volume, qui 
est égale à la somme des déformations linéiques selon les trois axes : 


e= ex tete. (7.14) 


Il est évident que e ne varie pas lorsqu'on tourne le système 
d’axes. C’est un des invariants de l’état de déformation [cf. formule 
(7.13). 


$ 55. Loi de Hooke généralisée et énergie potentielle de 
déformation dans le cas général de 
l'état de contrainte 


Jusqu'à présent, les états de contrainte et de déformation étaient 
considérés séparément et indépendamment des propriétés du maté- 
riau. Touiefois. il existe entre les composantes de l’état de con- 
trainte, d'une part. et de l’état de déformation, d’autre part, un lien 
déterminé. Lorsque les déformations sont petites, on a une dépen- 
dance linéaire que l’on appelle Joi de Hooke généralisée. La loi de 
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Hocke généralisée revêt sa forme la plus simple pour un corps 
isotrope. Alors, les coefficients de proportionnalité entre les compo- 
santes des états de contrainte et de déformation ne dépendent pas 
de l'orientation des axes au point considéré. 

Pour établir l'expression analytique de la loi de Hooke généra- 
lisée, utilisons le principe de l’indépendance des effets des forces 
et considérons séparément les forces 
engendrées sur les faces du paral- 
lélépipède élémentaire (fig. 274). 

Dans n'importe quel plan de 
coordonnées, par exemple yz, la 
distorsion est déterminée seulement 
par la contrainte tangentielle cor- 
respondante : 


Les deux autres couples de con- 
traintes tangentielles, ainsi que les 
contraintes normales, n’intervien- 
nent pas sur la grandeur de y,., 1. 
ce qui découle des propriétés d’iso- , Fig- 274 

tropie du matériau. 

On peut expliquer comme suit ce qui précède. Admettons que 
seules apparaissent sur les faces de l'élément des contraintes tangen- 
tielles T,, — Ty, (fig. 275,a). La question se pose de savoir s’il 
peut apparaître une distorsion y,. dans le plan perpendiculaire 
au plan d'action des contraintes tangentielles +... 

Dans l’affirmative, il est impossible de préciser son signe dans 
le cas d'un matériau isotrope, puisque le signe de T,, ne permet pas 
de faire « un choix privilégié » de la direction et que, en vertu de 
son isotropie. les propriétés du matériau ne dépendent pas de la direc- 
tion. Supposons, par exemple, que le glissement ait lieu dans la 
direction indiquée fig. 275.4. Tournant alors l'élément de 180° 
autour de l’axe z on obtient exactement le même système de 
forces T,, et le signe contraire pour y., (fig. 275,b). Il est clair que 
la contradiction indiquée disparaît seulement si y,. — 0. Donc, 
acceptant le principe de l'indépendance des effets des forces, on peut 
dire que la distorsion y,. ne dépend pas de t,,. On démontre d'une 
manière analogue qu’elle ne dépend pas non plus des autres composan- 
tes de l’état de contrainte sauf t,.. Dans le cas d’un matériau aniso- 
trope les considérations apportées sont inadéquates. 

En définitive, on a pour les trois distorsions: 


Tyz Tzx Try = 45 
Vigo VD Vu= TG. (715) 
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Il résulte de ces expressions que pour un corps isotrope les axes 
principaux des états de contrainte et de déformation coïncident, puisque 
les distorsions s’annulent en même temps que les contraintes 
tangentielles. 

Tout, comme les distorsions ne dépendent pas des contraintes 
normales, les déformations linéiques ne dépendent pas des contraintes 


Fig. 275 


tangentielles. On peut le démontrer assez facilement à l’aide des rai- 
sonnements faits ci-dessus. Cela résulte aussi, par ailleurs, du théorème 
de réciprocité des travaux (cf. $ 41). Si les contraintes normales 
ne donnent pas de glissement sur lequel les forces tangentielles 
pourraient accomplir un travail, les contraintes tangentielles non 
plus ne donnent pas de déplacements linéiques sur lesquels les forces 
normales pourraient fournir un travail. 

L'allongement relatif selon l’axe x résultant de la contrainte 0. 


est égal à Æ.. Il correspond aux contraintes o, et o, des allongements 
E y 8 


selon l’axe zx de signes contraires et égaux à —u et —u Te. Donc, 
: Oy CA 
ER ET LE. 
On obtient par analogie des expressions identiques pour e, et e.. En 
définitive, 
1 
Ex — on CE (oy +0:)l, | 
1 
Ey = [0 —H (0: +0x)], t (7.16) 


1 
e: = 10: —U(0:+0)]- 
Ajoutant membre à membre ces égalités, on obtient l'expression 


de la dilatation cubique (7.14): 


IE (ox + 0y+ 0). (7.17) 


e= 
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Les relations déduites (7.15), (7.16) et (7.17) sont l'expression 
analytique de la loi de Hooke généralisée pour un corps isotrope. 


Pour un corps anisotrope, dans le cas général, la loi de Hooke s'écrit sous 
la forme: 
Ex = dp10x + Gs20y + G1502 + Ga Tyz + 5 Tzx Get xp 
Ey = A240x + A2eOy + 2301 + GoaTyz F GosTzx + Get xu (7.18) 


Yau = 0610x + 4620 + 06302 + gaTyz + Ces Trx + A6 Txyr 


les a;, étant des constantes élastiques dépendant des ones, du matériau. 

Parmi les 36 constantes 15 sont toujours deux à deux égales, étant donné 
qu'en vertu du théorème de réciprocité des travaux (cf. $ 41) a;x = ap. Aussi 
les propriétés élastiques d’un corps sont-elles caractérisées dans le cas général 
d'anisotropie par 21 constantes indépendantes. Dans des cas plus simples 
d’anisotropie leur nombre est plus réduit. Pour un corps isotrope, on sait qu'on 
a en tout et pour tout deux constantes. 

A partir de la loi de Hooke écrite sous la forme (7.18) on résout des problè- 
mes liés à la déformation des cristaux. Ces relations sont partiellement utili- 
sées lors de l'analyse des données de la méthode de détermination par rayons X 
des contraintes dans un métal ($ 116). 


L'expression de la déformation volumique (7.17) permet d'établir- 
la valeur limite du coefficient de Poisson pour tout matériau isotrope. 
La relation (7.17) est vraie pour tout état de contrainte. Elle con- 
vient, en particulier, au cas où 


Ox = Cy = 0; =P. 
Alors, 
1—2 
e=3 Ep. 


Lorsque p est positif, e aussi doit être positif ; lorsque p est néga- 
tif, la variation de volume est négative. Cela ne peut être que si 


BTS Donc. le coefficient de Poisson pour un matériau isotrope 


ne peut dépasser 0,5. 

La déduction faite, bien qu'elle résulte d’un cas particulier 
d'état de contrainte, est générale, puisque p est une caractéristique 
du matériau ne dépendant pas de l’état de contrainte pour les défor- 
mations élastiques. 

Déterminons maintenant l'énergie potentielle des déformations 
pour l’état général de contrainte. Evidemment, l'énergie potentielle 
accumulée dans un volume élémentaire est déterminée par la somme 
des travaux des forces réparties sur la surface délimitant ce volume. 
La force normale ©, dy dz (cf. fig. 274) accomplit un travail sur le 
déplacement e,dr. La grandeur de ce travail est: 


_ Oz dy dz-e, dx, 
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ëz étant l'allongement relatif selon l'axe x et dù à toutes les forces 
agissantes. . 

Les autres composantes normales donnent des expressions ana- 
logues pour les travaux. La force tangentielle t,, dy dx donne sur 
le déplacement y,.dz le travail: 


1 

3 Vi dy dxYy: dz. 
(voir également $20). On obtient les expressions des autres termes 
de l'énergie interne par une simple permutation circulaire des indices 
z, y, z. En définitive: 


1 
dU = Di dz dy dz (0x8: + Oyey + Oreiet TyzŸuz + TrxVix + TxyYzu)e 


Si l’on rapporte l'énergie, comme à l'ordinaire, à l'unité de 
volume et si, selon les formules (7.15) et (7.16), on exprime les défor- 
mations en fonction des contraintes, on obtient finalement: 


Us = _. [0% + of + 05 — 2u (040: + 0,0: + 0:04)] + 
+ (et et ty) (719) 
ou, en fonction des contraintes principales, 
Uy= _. [or 02 + 05 — 2u (0203 + 0301 + 0102)j. (7.20) 


Pour trouver l'énergie potentielle dans tout le volume du corps 
déformé, il faut multiplier l’expression de U, par l'élément de 
volume et intégrer dans tout le volume du corps: 


U = | U, dv. 


En conclusion, établissons l'expression de l'énergie de variation 
de la forme et de l'énergie de variation du volume. Ces expressions nous 
serviront ultérieurement pour l'étude de questions liées aux défor- 
mations plastiques et aux états de contrainte limites. La division 
de l'énergie potentielle interne en les deux composantes ci-dessus 
est conventionnelle et se fait selon le principe suivant. 

Ecrivons chacune des contraintes principales sous la forme de la 
somme de deux quantités: 


Gi=P+O O2=P+0s Ga= PT (7.21) 


l'état de contrainte étant ainsi divisé en deux. Le premier terme 
est une extension multilatérale, et le second son complémentaire 
par rapport à l’état. de contrainte donné (fig. 276). On choisit p 
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de manière que la variation de volume ne figure pas dans l'état 
de contrainte complémentaire, c'est-à-dire: 
o+0,+0,=0 
Ajoutant entre elles les expressions (7.21), il vient : 


P= + (01+ 02 + 03). (7.22) 


Sous la condition indiquée, le système de forces du premier état 
de contrainte (p) ne fournit pas de travail sur les déplacements dus 
aux forces du second état. Exactement de la mème manière, les 


forces du second état de contrainte ne fournissent pas de travail sur 
les déplacements résultant des forces du premier état. On n'a pas 
de travaux réciproques et l'énergie interne se décompose en deux 
parties correspondant aux deux états de contrainte: 


Us = Uo, v + Vo, t: 


U,.+ étant l'énergie de variation du volume et Uo,r l'énergie de 
variation de la forme. 

Substituant dans l'expression. (7.20) la quantité p (7.22) à toutes 
les contraintes A on a.pour le premier état: 


Us —— (01 + O2 + 03). (7.23) 


[A = 
On. trouve l'énergie de variation de la forme en retranchant U,, y 
de U,. Après des transformations élémentaires, on a : 
14h : 
Us, t = TE (of ++ Of -r 65 — 0203 — 0301 — 0102), 
ou 


Ü.t = : [(o1 — 02)° + (02 — 03)? + (03 — 01). (7.24) 


Si l’on écrit cette expression pour des axes quelconques, on a 
évidemment, en vertu de (7.19), 


Lost [(6: — 00) + (07 — 0) + (02 — 0x) + 57 (tbe + Te tu). 
(7.25) 
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Lorsqu'on a une compression ou une extension uniformes multi- 


latérales, c'est-à-dire lorsque 


OC —=O2 = O3—= 0, 
on a: 


3 1—2 
Vov=z ES Uo,r = 0. 


Dans le cas d’un cisaillement pur, c’est-à-dire si 
O1—=0Os O>—=0, 03= —0, 
les composantes de l'énergie potentielle s'écrivent : 


Unv=0, Uor= hot. 


Chapitre VIII 


THÉORIE DES ÉTATS DE CONTRAINTE LIMITES 


$ 56. Essence de la théorie des états de- contrainte limites 


En fonction des conditions de charge, un matériau peut se trouver 
dans différents états mécaniques. Pour de petites forces extérieures 
le matériau travaille élastiquement, et on dit qu'il est dans l'état 
élastique. Pour des forces plus grandes, il apparaît des déformations 
permanentes notables et le matériau se trouve dans l’état plastique. 
Puis il se forme des criques locales et intervient l’état de rupture. 

L'état mécanique du matériau en un point dépend en premier 
lieu de l’état de contrainte en ce point, bien que ce dernier ne le 
détermine pas complètement. Ainsi, lorsque la température inter- 
vient, le facteur temps agit notablement sur l’état mécanique du 
matériau. Lorsque le temps de charge est court, l’état du maté- 
riau peut être considéré comme élastique, et comme plastique lorsque 
le temps est long. L'état mécanique en un point est quelque peu 
influencé par l’état du matériau aux points voisins. Enfin, ce qui 
est le plus important, la notion elle-même d'état mécanique en un 
point n'est pas exempte de contradictions vis-à-vis de l'hypothèse 
de continuité du milieu admise antérieurement. Ceci s'exprime 
en premier lieu lors de l’étude des questions de rupture, la formation 
de criques dans les métaux étant intimement liée à leur structure 
moléculaire et cristalline. 

Faisons la convention suivante: on entendra par contrainte 
limite ou, en général, par élat de contrainte limite un état tel qu'il 
y a variation qualitative des propriétés du matériau, passage d’un 
état mécanique à un autre. Pour un matériau plastique, on prend 
habituellement pour état limite l’état de contrainte donnant lieu 
à des déformations permanentes notables, et pour un matériau fragile 
un état tel que le matériau commence à se détériorer. 

L'état de contrainte limite peut être considéré comme un crité- 
rium des propriétés de résistance du matériau. Lorsqu'on fait des 
calculs de résistance d’une construction selon les contraintes admis- 
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sibles, on compare l'état de contrainte aux points les plus dangereux 
à la contrainte limite pour le matériau donné. À partir de cette 
comparaison on déduit la fiabilité de la construction. 

La première question qui apparaît dans une telle méthode de 
calcul consiste dans la déterminalion de l’état de contrainte limite. 

Dans le cas d’un état de contrainte uniaxial le problème se résout 
très simplement. On fait l'essai du matériau à la traction. On choisit 
sur le diagramme de traction le point caractéristique correspondant 
à la contrainte limite pour ce matériau. On prend habituellement 
pour contrainte limite soit la limite d'écoulement 64, 1. soit la résistan- 
ce limite o1. 

On peut procéder d’une manière analogue dans le cas du cisail- 
lement pur. Soumettant un tube à paroi mince à l’épreuve de tor- 
sion, il n’est pas difficile de trouver les grandeurs des contraintes 
aux points caractéristiques du diagramme de cisaillement. Une 
de ces contraintes peut être adoptée comme contrainte limite. En la 
comparant avec les contraintes dans la pièce chargée on peut juger 
de sa résistance. 

Si l’on suit cette loi, il faut pour chaque état de contrainte (o,, 0., 
63) et pour chaque matériau avoir les diagrammes d'essais corres- 
pondants avec les caractéristiques numériques des points limites. 
On comprend, toutefois, qu’une telle manière de traiter la question 
soit absolument inacceptable, en premier lieu à cause de l’infinité 
des types d'état de contrainte possibles, ainsi que: de difficultés 
techniques surgissant lors des essais des matériaux. 

La technique des expériences permet actuellement d'effectuer 
les essais d’un nombre restreint de types d'états de contrainte. De 
tels essais exigent dans une série de cas l’utilisation d'un appareillage 
assez complexe et ne peuvent étre réalisés que dans un petit nombre 
de laboratoires d'essais, non liés à la production. 

11 résulte de ce qui a été dit la nécessité évidente de créer une 
méthode générale pour évaluer le degré de danger d'un état de con- 
trainte complexe, vu le nombre limité des essais mécaniques du 
matériau. Ceci constitue l'essence de la théorie des états de contrainte 
limites ou théorie de la résistance. 

Il importe de noter que le terme « théorie de la résistance » ne 
reflète pas complètement l'essence de la question. puisqu'il ne s'agit 
pas littéralement de la résistance, mais du changement qualitatif 
des propriétés des matériaux. 

Généralisons la notion de coefficient de sécurité selon l’état 
limite. Considérons un état de contrainte. Si l’on augmente pro- 
portionnellement toutes les composantes de cet état de contrainte, 
c'est-à-dire si l’on opère une homothétie sur ses composantes. tôt ou 
tard l'état de la contrainte finira par être limite. Convenons d'appeler 
coefficient de sécurité dans l'état de contrainte donné le facteur d'homo- 
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thétie dont il vient d'être question. On déduit de cette définition 
comme cas particulier la définition déjà connue du coefficient de 
sécurité en traction simple. 

Si dans deux états de contrainte les coefficients de sécurité sont 
égaux, on dit que ces états sont également dangereux. On voit qu'on 
peut comparer différents états de contrainte en fonction du degré 
de danger: du coefficient de sécurité. 


Etat 4 équidangereux à l'état 8 


Fig. 277 


Pour un matériau donné, la comparaison des états de contrainte 
peut être faite non pas au moyen du coefficient de sécurité. mais 
de la caractéristique numérique d’un état de contrainte quelconque 
pris comme étalon. Le plus simple est de prendre pour tel étalon 
(équivalent) la traction simple à contrainte principale os 
(fig. 277). La contrainte équivalente Giquv est celle qu'il faut créer 
dans une éprouvette tendue pour que son état de contrainte comporte 
le mème degré de danger que l'état donné. 

Si Oéquiv est trouvée, c'est-à-dire est exprimée en fonction de 
O1 0» et Ga on peut considérer que le problème du degré de danger 
d'un état de contrainte complexe est résolu. En effet, le coefficient 
de sécurité en traction (état B, fig. 277) est déterminé, comme à l'ordi- 
naire, par la formule 


o 
é, 
n = . 
Céquiv 


Telle est aussi la grandeur du coefficient de sécurité pour l'état 
de contrainte complexe À. Par conséquent, le problème du calcul 
d’après les contraintes admissibles dans un élat contraint complexe 
se ramène au calcul déjà connu en traction simple. Toute la question. 
est d'exprimer Gequis en fonction de o,. 6, et 63. Pour cela, envisa- 
geuns quelques hypothèses d'états limites. 
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$ 57. Principales hypothèses d'états limites 


Les principes à partir desquels on pourrait juger de |” équivalence 
des états de contrainte sont établis à l'heure actuelle d'une manière 
purement hypothétique. 

Pour édifier une théorie des états limites (théorie de la résistance), 
on doit d’abord faire une hypothèse quant à la contrainte ou à la 
combinaison de contraintes dans un état de contrainte complexe 
déterminant le passage à l'état limite. On dit qu’on élabore un 
critérium d'état limite. Par la suite, l'hypothèse est vérifiée au moyen 
d'essais sur des éprouvettes amenées dans des états de contrainte 
complexes. 

Lors de la création de la théorie des états limites, il faut délimiter 
nettement le processus des déformations plastiques du début de la 
rupture. Puisque les processus physiques s'écoulant dans l’un et 
l’autre état limite sont différents, les conditions de passage dans 
ces états peuvent être aussi essentiellement différentes. 

La difficulté de l'édification d’une théorie des états limites 
consiste, naturellement, dans les matériaux. Différents matériaux 
se comportent diversement. Aussi arrive-t-il qu'une hypothèse valable 
pour un matériau conduise à des résultats inacceptables pour un 
autre. Les expériences de contrôle peuvent confirmer dans un cas 
une hypothèse et la réfuter dans un autre. C'est pourquoi le crité- 
rium des états limites n'a pas un caractère général. 

Dans les calculs numériques les circonstances mentionnées con- 
duisent à certaines divergences. Aussi ne faut-il pas s'étonner si 
le résultat de calcul d’une théorie est quelque peu différent du résul- 
tat donné par une autre. Ceci s'explique par l’imperfection des hypo- 
thèses des états limites. En outre, il faut avoir en vue qu’en aucune 
théorie la précision ne peut être supérieure à celle fournie par les 
données premières. En l'occurrence, la donnée première est que l’état 
de contrainte reste le seul facteur déterminant de l'état mécanique 
du matériau donné. 

Depuis qu’est apparue la nécessité de faire des calculs de résistan- 
ce pour des états de contrainte complexes, plusieurs hypothèses 
ont été proposées. 

Ainsi, on a proposé en son temps comme critérium de résistance 
de prendre la contrainte normale marimum 0, et de ne pas considérer 
les deux autres contraintes principales. La vérification pratique 
n'a pas confirmé cette hypothèse. 

‘La rupture d'un matériau suivant un plan peut être considérée 
comme le résultat de l’altération des forces de cohésion moléculaire 
par suite de l'augmentation de la distance entre les mnlécules. 
Aussi a-t-on suggéré d'utiliser en tant que critérium d'état limite 
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la déformation linéique mazimum et de poser que deux états de con- 
trainte sont également dangereux lorsque les déformations linéiques 
maxima sont égales. Cette hypothèse a pris une expansion assez 
large, mais sa vérification minutieuse révéla qu’elle contenait un 
certain nombre de défauts importants. 

L'apparition des déformations permanentes dans Îles métaux 
a lieu, comme on le sait. par le glissement d’une partie du corps 
par rapport à une autre. Aussi est-il naturel de supposer que le cri- 
térium de passage d’un état élastique à un état plastique est donné 
par la contrainte tangentielle maximum au point. Cette idée a servi 
de base à l’hypothèse des contraintes tangentielles maxima: 

Deux états de contrainte sont également dangereux s'il y a égalité 
des contraintes tangentielles maxima : 


, ” 
Tmax — Tmax- 


La contrainte tangentielle maximum apparaît dans les plans 
également inclinés sur les plans des contraintes principaies maxi- 
mum et minimum et est égale à la demi-différence de ces contraintes 
cf. formule (7.10)]. 

On a pour les états de contrainte À et B (fig. 277): 


Og—03 _ Oéquiv 
D — 


2 L 


d'où : 
Déquiv — O1 — 3. (8.1) 


La vérification expérimentale de l'expression obtenue pour dif- 
férents états de contrainte montre qu'elle conduit en général pour 
les matériaux plastiques à des résultats satisfaisants. Le passage de 
l'état élastique à l’état plastique est effectivement déterminé par 
la différence des contraintes principales maximum et minimum. 
La formule (8.1) montre. nolamment, que dans le cas de la compres- 
sion hydrostatique ou de l'extension multilatérale d'un matériau 
il n'apparaît pas de déformations plastiques. Si @ = 63. on 
ä Osquiv =: 0. Cela signifie que l’état de danger est le même que 
pour le matériau non chargé. 

Dans l'exemple examiné apparaît simultanément le défaut 
majeur de lhypothèse. Elle ne reflète pas la possibilité de destruc- 
tion du matériau par rupture, ce qui a lieu pour des états de con- 
trainte voisins de l'extension multilatérale. En outre, comme il 
résulte de l'expérience. l'hypothèse des contraintes tangentielles 
maxima révèle des divergences notables pour les matériaux dont 
les caractéristiques mécaniques sont différentes selon qu'il s'agit 
de traction ou de compression. 

Un grand nombre d'autres hypothèses ont été également pro- 
posées, parmi lesquelles méritent d'être citées les hypothèses éner- 
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gétiques. Ainsi, on a essayé, en son temps, d'adopter comme cri- 
térium d'état limite l'énergie potentielle interne en un point. Mais 
cette tentative est restée infructueuse. 

Lorsqu'il y a comprestion hydrostatique, comme le montre 
l'expérience, l'énergie potentielle de déformation due à la variation 
de volume s’accumule pratiquement en quantité infinie et il n'y 
a pas d'état limite. De sorte que cette hypothèse va à l'encontre 
de l'expérience. 

Ceci étant, on a proposé d’exclure du critérium énergétique 
l'énergie de variation du volume et de conserver seulement l’éner- 
gie de variation de la forme. L’hypothèse suivante fut formulée: 

‘Deux états de contrainte sont également dangereux s'il y a égalité 
des énergies de variation de la forme 


Uo,r = Un, t- 
En vertu de cette égalité on a pour les états de contrainte À 
et B: 


EE (oi —02)° + (62 — 05)? + (03— 01)] = LEE 2oëquir , 


as E Vic) +00) + (00). (82) 


Lorsque l'état de contrainte n'est pas déterminé dans le système des 
plans principaux, on a en vertu de l'expression (7.25): 


(0x — oy)° + (o En 6:}° + (0: — Ox)° +6 (Thr + TEx + Ty). 
(8.3) 


L'expression obtenue de Géquis donne pendant les calculs des 
résultats voisins de ceux qui découlent de l’hypothèse des contraintes 
tangentielles maxima. c’est-à-dire de Ja formule (8.1). Aussi. tout 
comme la formule (8.1). convient-elle à l'évaluation des états limites 
des matériaux plastiques et donne-t-elle des résultats moins satis- 
faisants pour les matériaux réagissant différemment à la traction 
et à la compression. 

Quelques-unes des hypothèses énumérées ont servi de base à la 
théorie des états limites de Mohr. universellement adoptée aujour- 
d’hui, que nous allons examiner. 


1 
Oéquiv — V2 
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$ 58. Théorie des états limites. Théerie de Mohr 
et son application 


Supposons que l’on dispose d’une machine à essais avec laquelle 
on puisse conférer à l'éprouvette n'importe quel état de contrainte 
avec variation homothétique de toutes les composantes. 

Choisissons un état de contrainte et faisons une homothétie 
sur toutes ses composantes. Tôt ou tard cet état de contrainte devien- 
dra limite. Ou bien l’éprouvette sera détruite ou bien sera le siège 
de déformations plastiques. Traçons pour l’état de contrainte limite 


Fig. 278 


sur le plan 6, + le plus grand des trois cercles de Mobhr (cercle 7 
fig. 278). Nous admettrons que l’état limite ne dépend pas de o,. Puis 
soumettons une éprouvette du même matériau à des essais donnant 
un autre état de contrainte. Faisant à nouveau une homothétie, 
obtenons l'état limite. Dessinons sur le diagramme de la fig. 278 
le cercle correspondant (2). 

Continuant de la même façon, on obtient une famille de cercles 
de Mohr pour les états de contrainte limites. Construisons leur enve- 
loppe commune. Supposons que cette enveloppe soit unique quelles 
que soient les grandeurs des contraintes principales intermédiaires 
62. C'est là une hypothèse fondamentale dans la théorie exposée. 

La forme de l'enveloppe des cercles limites de Mohr dépend des 
propriétés du matériau et est une caractéristique mécanique, comme, 
par exemple. le diagramme de traction. Si pour un matériau on 
connaît l'enveloppe des cercles limites, on peut déterminer le coef- 
ficient de sécurité pour tout état de contrainte donné. Il faut pour 
cela dessiner le plus grand des trois cercles de Mohr d’après les con- 
traintes données et établir ensuite, ne serait-ce que graphiquement, 
dans quel rapport il faut augmenter 0, et 04. pour que le cercle 
agrandi soit tangent à l'enveloppe. 

Avec notre manière de traiter les questions d'états limites on 
voit qu'il n’y a pas d’hypothèses de critérium, et la théorie de Mobr 
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est basée en premier lieu sur la systématisation logique des résul- 
tats des expériences nécessaires. 

J1 faut résoudre maintenant la question de la construction de 
l'enveloppe des cercles limites avec un nombre limité d'essais. 
Les plus simples sont les essais de traction et de compression. Par 
conséquent. on obtient facilement deux cercles limites (fig. 279). 
On peut ohtenir encore un cercle limite en essayant à la torsion un 
tube à paroi mince. Le matériau se trouvera alors à l'état de cisail- 
lement pur et le centre du cercle correspondant coïncidera avec 


l'origine des coordonnées (fig. 279). Mais ce cercle ne nous est pas 
d’une grande utilité pour déterminer la forme de l'enveloppe, étant 
donné qu'il se trouve à proximité des deux premiers. 

Pour déterminer l'enveloppe, il est fondamental de connaître 
la position du point C (fig. 278 et 279). La contrainte normale en 
ce point est la contrainte de rupture lorsqu'il y a traction multilaté- 
rale. Or, on n'a pas jusqu’à présent de méthode pour effectuer l’essai 
correspondant. On n'arrive pas en général à réaliser un essai dans 
des conditions d’un état de contrainte tel que toutes les trois con- 
traintes principales soient extensives (voir le détail au $ 112). Aussi 
ne peut-on construire pour un matériau le cercle limite situé à droite 
du cercle limite de traction. 

En vertu des circonstances mentionnées, le plus simple et le 
plus naturel est de donner une solution approchée de l'enveloppe 
à partir de la tangente aux cercles de traction et de compression 
(fig. 279). Il va sans dire que cela n’empêchera pas à l'avenir, quand 
seront trouvées de nouvelles méthodes d'essais, de préciser la forme 
de l’envelappe ct, partant, de refléter plus complètement les parti- 
cularités du comportement du matériau dans des conditions d’exten- 
sion quasi-multilatérale. 

Trouvons l'expression de Osquiv en supposant que l'enveloppe 
soit une droite. Sur la fig. 280 cette enveloppe est la tangente aux 
cercles limites de traction et de compression (les points de tangence 
sont D ct F). 

Construisons le cercle de Mohr pour un certain état donné par 
ses contraintes principales maximum et minimum 0, et ©, (fig. 280). 
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Si l’on multiplie toutes les composantes de cet état de contrainte 
par nr (n étant le cocfficient de sécurité), le cercle devient limite. 
Les contraintes 0, et o, prennent les valeurs o? et o$: 


OI =RO4 05 —N03. (8.4) 


Ce cercle agrandi (limite) de Mohr est tangent à l’enveloppe au 
point C”. En outre, en vertu de l'homothétie faite sur les composan- 
tes, il sera tangent au prolongement du rayon OA au point B. 


64 GS 403 & 6 
Ex 2 
Fig. 280 


Du point C’ menons la droite horizontale C’EG et écrivons la 
proportion : 
DE _ FG 
CE CG” 
Or, les segments DE et FG représentent les différences des rayons 
des cercles considérés. Donc, 


Lo S _g% Le  _g* 
DE=<H AR, FG= He AS, 
Puis, 

c'E= TH Ter co=À+a 
= 2 TD — , Ta 2 0 
Transformant la proportion, on a: 


OE.t 
dé, c 


Ce, t= 0 — 


ou, tenant compte de l'expression (8.4), 
de, t 


Oe,t 
H—— 


n = 


Os 
Pour la traction équivalente 
De, t 
n=——. 
Téquiv 
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D'après la condition d'équivalence, les coefficients de sécurité n 
sont égaux. Donc, 


Céquiv = O1 — Os, (8.5) 


k désignant le rapport de la limite d'écoulement en traction à la 
limite d'écoulement en compression : 


o 
k=<+t, 8.6 
CP (8.6) 
Pour les matériaux fragiles le rapport et est remplacé par le 
é,c 
rapport 
se 
CG ° 


Dans le cas particulier où le matériau a les mêmes limites d’écou- 
lement à la traction et à la compression, k — 1. Alors, la formule 
(8.5) se réduit à la formule (8.1) précédemment déduite. 

Actuellement, on fait, en règle générale, les calculs pratiques 
d’après les contraintes admissibles dans un état de contrainte com- 
plexe, à partir de la formule (8.5). Mais si le matériau possède 
les mêmes caractéristiques mécaniques en traction et en compression, 
on peut mener les calculs d’après les formules de l'hypothèse 
d'énergie de changement de forme. Les résultats numériques sont 
tout à fait satisfaisants. 

La principale restriction à l’application de la théorie de Mohr 
provient de l'imprécision de la détermination de l'enveloppe limite 
dans le domaine de la traction multilatérale. Mais cette restriction 
n’est pas fondamentale, les états de contrainte de ce genre se ren- 
contrant rarement dans la résolution des problèmes pratiques. On 
connaît aussi insuffisamment l'allure de l'enveloppe limite dans 
le domaine des hautes pressions multilatérales. Par suite des sim- 
plifications admises des erreurs sont possibles. La formule de calcul 
déduite donne les meilleurs résultats pour les états de contrainte 
mixtes, le cercle de Mohr se situant dans l'intervalle entre les cercles 
limites de traction et de compression. 


Considérons des exemples illustrant l'application de la théorie des états 
limites. 

Exemple 8.1. Déterminer lequel des trois états de contrainte de la 
fig. 281 est £ plus dangereux. Les valeurs numériques des contraintes sont 
données en kgf/cm?. Le matériau travaille de la même manière en traction et en 
compression (k = 1). 
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Calculons la contrainte équivalents au moyen de la formule (8.5): 
Téquty = 91 — 03: 
a) Téquiv — 800 — 100 — 700 kgf/cmi ; 
b) Oéquiv = 600 —(— 400) = 700 kgf/crmi ; 
Le plus dangereux est l'état c). Les états a) et b) sont équidangereux. 


Exemple 8.2 Comparer les contraintes équivalentes dans un prisme 
rectangulaire dans les deux cas de charge : a) le prisme est comprimé librement, 


Fig. 281 


b) le prisme est compriraé dans wi, encastrement rigide empêchant son élargisse- 
ment à Ja base (fig. 282). 


Dans le cas a) 0, = 0; o3 = —0c. 
Par conséquent, Osquir — ko. 


| ( 


d 


Dans le cas b) il faut d'abord déterminer les contraintes compressives 


latérales 0° (fig. 282, c). 
à oi di èse la déformation latérale est nulle, et on a en vertu de la loi 
e Hooke : 


4 
Etat = (o'—H (6+0)]=0, 
d'où la contrainte compressive latérale : 


=eh 
g'= rar ô. 
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Pour l’état de contrainte obtenu 


cie 
1—h 


= = -={k Fe 
G,= —- O, Gg=—0,  Céquiv — (*— ET 6. 

La quantité oui, diminue, comme on le voit, par suite de la limitation 
des déformations latérales. 

Il est ie de noter que pour les états de contrainte de compression 


mullilatérale la théorie de Mohr donne parfois des valeurs négatives de ou, 


BH . 
E 1—p 

On peut donner l'interprétation formelle suivante de ce résultat. Si pour 
Géquiv — 0 l’état de contrainte est aussi dangereux que l’état de contrainte 
nulle, pour Gcquiy < 0 l'état de contrainte est moins dangereux que l'état de 
contrainte nulle. Pour paradoxale que soit cette déduction, on ne saurait la 
rejeter. D'un autre côté, on peut considérer que ceci résulte des erreurs sur la 
Dé rnates de l'enveloppe limite dans le domaine de la compression multi- 
atérale. 

Dans les calculs pratiques on résout cette question en se contentant de la 
valeur nulle de Téquivy lorsqu'on évalue la résistance de n'importe quelle cons- 
truction. puisque l'égalité du degré de danger recélé par des pièces chargées 
ou non chargées est toujours acceptable. C'est pourquoi si le calcul donne 
Céquiv < 0, on pose Céquiv — 


Cela a lieu notamment dans le cas considéré lorsque &# << 


Exemple 8.3. Un appareil à étudier les profondeurs marines est des- 
cendu à la PERORAeE H (fig. 283). Le poids de l'appareil dans l’eau est P. Le 
poids spécifique de l'eau est y, le poids spécifique du matériau constituant le 
câble y. Déterminer les contraintes équi- 
valentes dans les sections supérieure et 
inférieure du câble, sachant que k -= 1. 

Dans la section inférieure on a un 
état de contrainte triaxial. La contrainte 
de traction est due au poids de l'ap- 
pareil, la contrainte de compression à la 
pression du liquide à la profondeur H: 


P 
U=7 + O3=—YA, 


P 
Géquiv — PUR LE 


Dans la section supérieure on a seu- 
lement une traction simplo créée par le 
poids de l'appareil P et le poids du 
câble dans l'eau 

Pe=(Ye—7) FH. 


Par conséquent, dans la section supé- 
rieure : 


D P 
Déquis = F + (Te) 4. 


Si le poids spécifique du câble dépasse deux fois celui de l'eau. la section la 
plus dangereuse sera la section supérieure. 11 faudra également vérifier la résis- 
tance de cette section lorsque l'appareil est suspendu au câble dans l'air avant 
son immersion. ' 
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Exemple 8.4. Un moment % est transmis par un système d'engrenages 
(fig. 284). Dans les limites du système dessiné ce moment est équilibré par un 


moment — sur l’engrenage inférieur. £ étant le rapport de transmission du pre- 
mier arbre au second. Déterminer le diamètre du premier arbre sachant que: 


X —: 25 O00 kgf-em. À — 8 cm. a = 80 cm. b — 10 cm. Le matériau travail- 
le également en traction et en compression: 64 {=0 ç—3 000 kgf'cm°. On 
prendra pour coefficient de sécurité n = 2. 

A partir de la condition d'équilibre déterminons les forces agissant sur 
l'arbre * et construisons l'épure des moments (fig. 284). La section la plus dan- 
gereuse est en /. où naissent les plus grands moments de flexion et de torsion: 


Mitex = P aid R —— | Mtors = MX. 


Le point le plus dangereux de cette section se trouve sur la circonférence, 
à l'extrémité du diamètre horizontal de la section (point A). Déterminons l'état 
de contrainte en ce point. Découpons à cet effet au voisinage du puint À un vo- 
lume élémentaire, représenté à l'échelle agrandie fig. 254. 

Trouvons les contraintes principales pour l'état de contrainte obtenu. Etant 
donné qu'un des plans principaux est connu. servons-nous de la construction du 
cercle de Mohr lg. 285). On a : 


co To o? 
u=5+)/ T+e, D=S— Tr G2=0. (8-7) 


* On néglige la force radiale entre les engrenages. 
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Trouvons ensuite la contrainte équivalente par la formule (8.5). On a pour 
=1: 
Céquiv = 1 —03= V03+ 412, 
ou 
©, = A ju) (Fe TE) 2 
équiv (Sie a) (ce + 


Substituant les moments fléchissants et de torsion, il vient : 


Téqair = is) rs) Ro 


Fig. 285 


On trouve le diamètre d au moyen des données numériques : 


50 'AEZOURA 
TG Ex) +: 
64 mm. 


L’état de contrainte nn dans l’exemple précédent a une 
grande importance pratique. Il se présente toujours dans les calculs 
d’une barre lorsqu'il y a simultanément torsion et flexion (ou trac- 
tion). Aussi y a-t-il lieu pour l’état de contrainte plan (0, +) de la 
fig. 285 d'exprimer directement oéquw en fonction des deux compo- 
santes indiquées pour ne pas avoir à déterminer intermédiairement 
les contraintes princi À 

La formule (8.5) devient après substitution de o,, 0, et o, tirées 


de (8.7): 
Téquir = 25 *0+ TE o+ 4. (8-8) 
Lorsque k= 1 
=Vo+4t. . (8.9) 


L'hypothèse de l’énergie de changement de forme cf. formule (8.2)] 
donne alors 
=} +3. (8.10) 
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Dans les calculs pratiques on a souvent à se servir de ces formu- 
les. Il faut alors avoir constamment présent à l’esprit que les for- 
mules conviennent seulement à l'état de contrainte mentionné. 


Exemple 8.5. Déterminer la charge admissible pour ia barre brisée 
de la fig. 286. Elle est en fonte, avec 61 = 1 500 kgf/cm?, o. — 3 300 kgf/cmi. 
La section est carrée avec pour côté a — 3 cm, la longueur est ! — 30 cm. Le 
coefficient de sécurité est n = 3. 


Fig. 286 


Construisons l'épure des moments de flexion et de torsion. Le point le plus 
dangereux est le point A se trouvant à la base: 


__ 6PI PI 


as 


L'état de contrainte correspond à celui envisagé dans l'exemple précédent. 
AE peut-on se servir de la formule (8.8). 
n a: 


1 500 


Substituant les données numériques dans la formule (8.8), on trouve 
Céquiy = P-10,94. 


Prenant en considération le coefficient de sécurité n—3, il vient : 


1 500 


Chapitre IX 


TUBES À PAROIS ÉPAISSES ET DISQUES 
EN ROTATION RAPIDE 


$ 59. Equations fondamentales d’un corps à 
symétrie axiale 


Nous allons considérer dans ce chapitre la question de la résistance 
d'un tube à paroi épaisse et d’un disque d’épaisseur constante en 
rotation rapide. La nature de la formation des forces intérieures 
dans un tube épais chargé par une pression et dans un disque en 
rotation rapide est différente. Toutefois, le problème de leur calcul 
se ramène au schéma général de calcul du corps de révolution. 
L'analyse ultérieure découvre la coïncidence parfaite des équations 
différentielles déterminant les déplacements et les contraintes dans 
l'un et l’autre cas. Aussi convient-il de considérer les deux problèmes 
simultanément. 

Arrétons-nous. en premier lieu, aux particularités du schéma 
de calcul et établissons les équations des déformations et les équa- 
tions d'équilibre pour un corps cylindrique à symétrie axiale dans 
le cas le plus simple où la charge et les contraintes sont invariables 
le long de l'axe du cylindre. A partir de ces équations une fois éta- 
blies, on pourra envisager les deux problèmes concrets mentionnés 
ci-dessus. 

Soit donné un corps homogène cylindrique (fig. 287) chargé d'une 
manière ou d'une autre. mais de sorte que la charge soit à symétrie 
axiale et ne varie pas selon l'axe du cylindre. Les dimensions du 
cylindre peuvent être quelconques et aucune restriction ne sera 
imposée au rapport des rayons intérieur et extérieur. Nous suppo- 
serons également. pour l’instant, que la longueur du cylindre est 
aussi quelconque. Des réserves seront faites à ce sujet par la suite. 

Lors de la déformation du cylindre, chaque point subit un cer- 
tain déplacement. Par raison de symétrie. ces déplacements auront 
lieu évidemment dans les plans radiaux. Le point peut se déplacer 
radialement et le long de la génératrice correspondante. 

Désignons par uw le déplacement radial d’un point arbitraire. 
La quantité u est fonction du rayon r et ne varie pas dans le sens 
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de la génératrice. Nous orienterons r positivement à partir de l'axe 
du cylindre (fig. 287). 

Quant aux déplacements selon l'axe, nous admettrons qu'ils 
résultent seulement de l'allongement général ou du raccourcisse- 
ment du cylindre. S'il y a des déplacements axiaux. ils seront distri- 
bués de sorte que les sections droites du cylindre restent planes. 


Après charge 
dy 


Fig. 287 Fig. 288 


Désignons par €, et e, les allongements relatifs dans le cylindre 
dans les sens radial et circunférentiel et exprimons ces quantités 
en fonction du déplacement u. Envisageons pour cela le segment 
élémentaire AB — dr découpé radialement (fig. 288) avant et après 
la charge du cylindre. Le point 4 se déplace de uv et B de u + du. 
On établit facilement que la nouvelle longueur de l'élément est 
égale à dr + du et son allongement relatif: 


Er =—— (9.1) 


Considérons ensuite la longueur de la circonférence menée 

à l'intérieur du cylindre avant et après sa charge (fig. 289). La lon- 

gueur de la circonférence du cylindre avant la charge est 21r. Après 

la charge. le rayon s'accroît de u et la longueur de la circonférence 
devient 2x (r + u). L'allongement circonférentiel relatif est : 

2x (r+u)—2ar 

. = 2ar ? 


ou 


€r =+ . (9.2) 


Découpons dans le cylindre un élément en forme d'hexaèdre 


curviligne (fig. 290). Les dimensions de cet hexaëèdre sont dr, dz 
et rdq. 
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En vertu de la symétrie axiale, il n’y a pas de contraintes tan- 
gentielles dans les sections axiales du cylindre (plan ABCD de l'élé- 
ment) et seules sont conservées les contraintes normales 0, dites 
circonférentielles. Dans les sections droites du cylindre (surface 
CDEF de l'élément) les contraintes tangentielles seront également 


Fig. 289 Fig. 290 


supposées nulles. La raison en est la condition d'indépendance des 
déplacements w et de la coordonnée z. On peut avoir dans les sections 
droites des contraintes normales (axiales) o,, résultant de la charge 
du cylindre par des forces parallèles à l’axe. On suppose ces con- 
traintes invariables aussi bien le long de l’axe que du rayon. 

Les faces ABCD et CDEF étant principales. il en sera de même 
de ADEG. Désignons par o, la contrainte sur cette face, que l’on 
appelle contrainte radiale. Lorsqu'on passe du rayon r au rayon 
r+ dr la contrainte o, s'accroît de do,. 

Dans cette formulation, on voit que le problème de la détermi- 
nation des contraintes et des déplacements dans un corps de révolu- 
tion se résout au moyen d'une fonction d'une seule variable indé- 
pendante. nctamment du rayon r. 

Projetant les forces agissant sur l’élément sur le rayon, on obtient 
la condition d'équilibre suivante: 

(o,—+ do.) (r + dr) d@ dz—0o,r de dz— 0, dr dz d =0, 
d'où 
. do, 
Cr T0 =0, 
ou 


_ (or) — 0: = 0. (9.3) 


* [n'y a pas lieu de confondre ici 64 avec la résistance limite, pour laquelle 
on 4 réserve la même notation. 
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Les autres équations d'équilibre de l’élément sont identiquement 
vérifiées. 

En vertu de la loi de Hooke généralisée, les contraintes o©,, © 
et 5, sont liées aux allongements e, et e; par les relations suivantes : 


e=lo—p(u+o), el p(o+0)l. 


Nous admettrons que la contrainte o, nous est connue des condi- 
tions de charge du cylindre par des forces axiales appliquées aux 
champs, et nous exprimerons les contraintes ©. et ©, en fonction 
de &,, e. et ©. On déduit des deux dernières expressions : 


E 
6 == (er + pe) + O2 


E 
Gps (er per) + on. 


Substituant ici &, et e donnés par leurs expressions (9.1) et (9.2), 
on a: 


E du u h 
Or = Ti (+ HS 


— a (+ +H F)+ 
Effectuons enfin la dernière opération : Ress au moyen des 


égalités (9.4) o, et o: de l'équation d'équilibre (9.3). On a alors 
une équation contenant la seule inconnue u: 


(9.4) 


Cette équation peut être mise sous la forme: 
_ + ++]- 0: 


+ 15 ‘dr &n) | = = 0. (9.5) 


Si l'on a déterminé la fonction u dans cette équation, les con- 
traintes sont ensuite données par (9.4). 


$ 69. Détermination des déplacements et des 
contraintes dans un cylindre à paroi épaisse 


Considérons un cylindre de rayon intérieur a et de rayon exté- 
rieur b (fig. 291). Pour la généralité, nous supposerons que le cylindre 
est chargé simultanément par la pression intérieure p, et la pression 
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extérieure p,. Par la suite, faisant ps = O0 ou p,—0, on pourra 
se ramener au seul cas où l’on a une pression intérieure ou extérieure. 
On prendra en outre en considération que si le cylindre a un fond 
(fig. 292,a), il y apparaît une force extensive égale à 


Poñtai — p,nb?. 
La contrainte axiale ©, sera la suivante: 


Pa? — prb? 


Oz = The — . (9.6) 


I} importe de noter que le cylindre est alors supposé suffisam- 
ment long pour que l’on puisse admettre que la contrainte 6, est 


Fig. 291 Fig. 292 


uniformément répartie dans la section droite et qu’on puisse négli- 
ger l'influence des fonds, qui font obstacle aux déplacements radiaux 
des points du cylindre. 

A part le cas considéré. envisageons celui où o. = 0, qui a lieu 
pour le cylindre représenté fig. 292.b. 

Le problème de la détermination des contraintes et des déplace- 
ments dans un cylindre à paroi épaisse s’appelle problème de Lamé, 
savant français du siècle dernier qui a donné sa solution. 

Revenant à l'équation (9.5), on trouve le déplacement radial: 


u=Cr+., (9.7) 
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C; et C» étant des constantes d'intégration. Substituons cette fonc- 
tion dans les expressions (9.4). Il vient : 


1 
= [C+n)-Ct-u) + ]+ Éc 
“ à à (2.8) 
= [+ u)+ Cp) 7] +0 

On détermine les constantes C; et C, au moyen des conditions 
aux limites suivantes : 

pour r—@Q O»—=—DPa; Pour r=b 6, = —pr 

E 1 
ir [A+ pH) C2 (1) tre — Par 


1 
<< [Gi +n) — 24 —n) ]+ = O3 = — Pe 


d'où 


41—p 1 a2p2 
= ma Pop). 


Après élimination des constantes C, et C2 les expressions (9.7) 
et (9.8) deviennent : 


—1=H _Paa?— pb? 1+u ab? Pa—Pb _ M 
UE rs Er ner Eos (9) 


Pa?— pob® _ ab Pa— Pb 


ES Bio? F1 Re : (9.10) 


Les expressions de o, et ©: ont été condensées en une seule for- 
mule. Le signe moins correspond à l'indice supérieur et le signe plus 
à l'indice inférieur. 

La présence de la contrainte axiale ©, s'exprime seulement sur 
la grandeur du déplacement radial v. Lorsque le cylindre est chargé 


par des forces de pression axialement, on a, en vertu des expressions 
(9.6) et (9.9): 


__ 1—2H Pas? — pb? 1+u a%b2 pa— Pb 
HER eu (VE 7 pa (9.11) 


S’il n’y a pas de force axiale, alors: 


1 22 Pa— 
Dr EE SR. (9.12 


Envisageons à présent quelques cas particuliers. 
19—522 
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Cylindre soumis à une pression intérieure. Alors 
Pa=P, Pr —=0. L'expression (9.10) s'écrit : 
3 b2 

= (174). (9.13) 


On a représenté fig. 293 les épures de variation des contraintes 
radiale et circonférentielle dans l'épaisseur du cylindre soumis à une 


Fig. 293 


pression intérieure. Comme il fallait s'y attendre, la contrainte 
circonférentielle est extensive et la contrainte radiale compressive. 
Oo est maximum sur la paroi intérieure : 


b?+ a? 
Ot(r=a) = P ia : 


Alors la contrainte radiale est égale à —p. 
Selon la théorie des contraintes tangentielles maxima (en l'absence 
de force axiale, c'est-à-dire lorsque 0, —0), 


b3+ a? 
Géquiv = O1 — Ga P rer —(—P), 


ou 
Oéquiv = P À (9.14) 
Il est très important de suivre les variations des contraintes ©, 
et o, au fur et à mesure que l'épaisseur du cylindre diminue. Posons 
b=a+6, 
ô étant l'épaisseur du cylindre. Alors: 
(a+ 6)2 + a? 2a? 


Oitrma) PH +8) ? rt) PS ES : 
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Lorsque 6 est petit, 
L 
Oi(rma) © Ot(r=bd) © P 5: 


La contrainte radiale o, est égale à — p sur la paroi intérieure et 
elle est nulle sur la paroi extérieure, quelle que snit J'épaisseur 
du cylindre. 

Par conséquent, on voit que pour un cylindre de paroi de faible 
épaisseur les contraintes circonférentielles sont réparties presque 


Fig. 294 


uniformément dans l’épaisseur et que les contraintes radiales sont 
petites en comparaison des contraintes circonférentielles, dans la 
même mesure que l’épaisseur à en comparaison du rayon. 

Si l'épaisseur du cylindre augmente, les contraintes maxima, 
à pression égale, diminuent, mais non indéfiniment. Envisageons 
le cas où b —+ co, le cylindre étant infiniment épais. Alors, l'expres- 
sion (9.13) s'écrit: 


a? 
G=FP-x: 


Cela signifie que pour un cylindre dont la paroi est infiniment 
épaisse la contrainte radiale est en tout point égale à la contrainte 
circonférentielle (fig. 294) et, en l'absence de contraintes axiales, 
tous les points se trouvent à l’état de cisaillement pur. De plus, comme 
on voit, les contraintes sont en raison inverse du carré du rayon r. 
Si l'on prend. par exemple, r — 4a, aux points situés à la même 
distance de l'axe, les contraintes ne représentent que 1/16 des con- 
traintes maxima. Par conséquent, quand on peut se contenter dans 
les calculs d’une précision de 5 à 6 % (en pratique une précision 
plus grande est illusoire, ne serait-ce que par suite de l’élasticité 


imparfaite du matériau), un cylindre de rapport 24 peut être 


assimilé à un cylindre d'épaisseur infinie. 11 est alors essentiel que 
la forme extérieure du cylindre n'intervient pas. Si tous les points 
de la paroi extérieure sont à plus de 4a de l’axe de la cavité inté- 
rieure, la forme de la paroi extérieure peut être quelconque. Le calcul 
des corps élastiques tels que ceux représentés fig. 295 se réduit, 
évidemment. au schéma du cylindre à paroi infiniment épaisse. 


19° 
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La contrainte équivalente est alors, en vertu de (9.14), lorsque 
b —+ oo, 
Céquiv = 2P. 


Par conséquent, si, par exemple, la limite d'élasticité du maté- 
riau est égale à 6 000 kgf/cm?, pour une paroi infiniment épaisse 


Fig. 295 


du cylindre, les déformations seront élastiques lorsque la pression 
ne dépasse pas 3 000 kgf/cm°. Nous reviendrons un peu plus loin 
sur la possibilité de plus grandes résistances aux pressions plus éle- 
vées. 


Fig. 296 


Cylindre soumis à une pression exté- 
rieure. Alors, p, = 0, ps — p. L'expression (9.10) devient: 


amer (er S). 
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Les épures des contraintes dans l’épaisseur du cylindre sont 
représentées pour ce cas de charge fig. 296. 

La contrainte équivalente maximum a lieu sur la paroi inté- 
rieure du cylindre. En l’absence de force axiale 


2 
Céquir = 01—03=0— (—p 5) , 
ou 


2b? 
Déquiv = Pr: 


Cette expression coïncide avec celle déduite pour le cas de la 
pression intérieure. 

S'il n’y a pas de cavité intérieure, c’est-à-dire si a — 0, les con- 
traintes dans le cylindre sont réparties uniformément : 


Or = Or = — P. 


Exemple 9.1. Déterminer le diamètre extérieur 2b d’un cylindre de- 
vant résister à une pression intérieure de p — 500 atm, le coefficient de sécurité 
étant 2. La limite d'écoulement du matériau est 64, & = 64, ç = 5 000 kgf/cm*. 


Le diamètre intérieur est 2a = 10 cm. 

Les points les plus dangereux sont ceux situés au voisinage de la paroi 
intérieure du cylindre. On déduit des formules (9.13) et (9.6): 
a2 


| b2+a? 
GP, HP, Pi: 


bE— ai? 


1l est évident que 
: O1 —Ots O3—=0r. 
D'où 
= _, 2h? 
Géquiv 103 P Ex : 


Après substitution des quantités numériques, il vient : 


2b=—2 V/5a=129 cm. 


$ 61. Détermination des contraintes dans les tubes 
composés 


Nous avons déjà vu plus haut que l'augmentation de l'épaisseur 
ne peut assurer dans tous les cas la résistance requise du tube. A la 
limite, lorsque l'épaisseur est infinie, 


Oéquiv — 2p. 


Si un récipient à paroi épaisse doit résister à une forte pression, par 
exemple à 15 000 atm, il faut que la limite d'écoulement du maté- 
riau soit au moins le double, soit 30 000 kgf/cm°. Il n'existe pas 
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à l'heure actuelle de matériau si résistant. Il faut donc trouver pour 
les récipients à haute pression de nouvelles solutions de construction. 
L'une d’elles consiste dans la création de cylindres composés obtenus 
par emmanchement. Cette méthode est utilisée aussi bien dans la 
technique des hautes pressions qu'en artillerie pour le renforcement 
des canons de gros calibres. 

Supposons donnés deux cylindres (fig. 297). Soit a le rayon inté- 
rieur du premier cylindre et c le rayon extérieur. Le rayon inté- 
rieur du second cylindre est plus petit que le rayon extérieur du 


premier de la quantité A, c’est-à-dire qu'on a c — A. Le rayon 
extérieur du second cylindre est b. Si l’on chauffe le cylindre de plus 
grand diamètre. il se dilate et le premier peut y être introduit libre- 
ment. Après refroidissement, il se produit entre les cylindres une 
pression de contact p,. Déterminons-la. 

Le rayon extérieur du cylindre intérieur se contracte et les points 
de sa surface se déplacent de la quantité négative u,. Le rayon inté- 
rieur du cylindre extérieur se trouve agrandi. Le déplacement + u, 
qui en résulte est donc ici positif. La quantité u, + (—u,) doit 
être égale à la différence A des rayons à froid : 


U—Uy= A. (9.15) 
Le déplacement u, se détermine par la formule (9.12), dans 


laquelle on pose p;—=0, ps = px et l'on remplace b et r par c, il 
vient alors : 
1—p oc 1+p a 
Me RÉ Pa EE gs Pa 
On détermine u; par la même formule (9.12). On pose à cet 
effet po—0, Pa= Pr, A=r—c: 


1—y cs 14m bi 
E Be PTE pa Pr. 


Ua = 


Le module d'élasticité Æ et le coefficient de Poisson u sont sup- 
posés identiques pour les deux cylindres. 
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En vertu de (9.15): 


EA (c?— at) (b2—c? s 
Pa De re (9.16) 


Par conséquent, par suite du frettage. le cylindre intérieur se 
trouve soumis à une pression extérieure p, et le cylindre extérieur 
à cette même pression intérieure. La répartition des contraintes 
dans les cylindres conjugués est représentée fig. 297. 

Si l’on charge maintenant le cylindre composé par une pression 
intérieure, ses deux constituants travailleront comme un tout, et il 
apparaîtra dans le cylindre composé, sous l'effet de cette pression, 


_nbrat  2ct 
GP ss 


lé hi 
kr 


A | 


Fig. 298 


des contraintes données par la formule (9.13). Ces contraintes doivent 
être algébriquement ajoutées aux contraintes initiales (fig. 298). 
Aux points intérieurs les plus contraints les contraintes de service 
et les contraintes initiales ont des signes différents. C’est pourquoi 
la contrainte résultante se trouve réduite et le cylindre composé 
résiste à des pressions plus grandes qu'un cylindre ordinaire. Il faut 
cependant se rappeler que, par suite de frettage, les contraintes 
sont accrues dans la zone de contact du cylindre extérieur. Aussi 
doit-on choisir la différence des rayons A de telle façon que, pour 
la pression de service donnée p, on assure non seulement la résistance 
du cylindre intérieur, mais aussi celle du cylindre extérieur. I] 
est facile d'établir la condition d'équirésistance des cylindres 
(fig. 298) : 
OCéquiv À — Céquir B- 
Au point À 


b2— a? 22 = 
Déquiv = Gi — 03 = P pr — Ph es P} (9.17) 
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Au point B 
OCéquiv — O1 — Os — 


pa? b? b2+c pa? b? 
a (+) + (15) (cr. 
Egalant ces expressions, on trouve : 
b2 c2—a? b2 c2 
Pr par Pa (rt) (9-18) 
Substituant ici px tirée de l'expression (9.16), on trouve A, 


correspondant à la ME de service p: 


cb? (c2— 02) 
A EE (9.19) 
Si, enfin, on exclut de (9.17) la pression de contact px (9.18), 
on obtient : 


2b= 1 
Céquiv = 2 — 2 | : 


€ 
etes 
Cette quantité a un minimum pour c= }/ ab: 
b 
caiv = D Pa: (9.20) 


Les relations déduites sont les cv2ditions de Gadoline, savant russe 
qui les a établies le premier. 

-Comparant les expressions (9.20) et (9.14), on voit que le frettage 
des tubes réduit notablement la contrainte équivalente. A titre 
de comparaison, considérons le rapport 
des expressions Géquir Ohtenues selon ces 
formules 


gmin 
équiv _b +a 
Cequiv 2% 


Si le rayon intérieur a du cylindre 
est petit, le frettage des tubes réduit, en 
vertu des relations de Gadoline. de près 
de deux fois la contrainte équivalente. 
Pour les tubes à parois minces, c’est-à-dire 
lorsque a & b, le frettage des tubes ne 
donne rien. 

Dans la technique des hautes pres- 
sions. à part le frettage, on a recours 
à l’autofrettage, consistant à précharger le cylindre par une pres- 
sion interne supérieure à la pression de service, de manière 
à obtenir: des déformations plastiques dans les couches internes du 


Fig. 299 


$ 61] Détermination des contraintes dans es tubes composés 297 


cylindre. Lorsque la pression a disparu, des contraintes élastiques 
d'extension sont conservées dans les couches externes et des contrain- 
tes de compression naissent dans les couches internes (fig. 299). 
Chargeant ensuite le cylindre par une pression, les contraintes 
résiduelles viennent s'ajouter aux contraintes de service de sorte 
qu’il y a dans les couches internes décharge partielle. Le matériau 
du cylindre ne subit pas de déformation plastique, pourvu que la 
pression de service ne dépasse pas la pression de frettage. 


Exemple 9.2. Choisir les diamètres 2c et 2b et la grandeur A pour 
un canon à deux couches de diamètre intérieur 2a — 100 mm. La pression maxi- 
mum au moment du tir est Pmax = 2 000 kgf/cm?. Le matériau est de l'acier, 
avec E — 2108 kgf/cm®, 64 , = 64,ç = 6 000 kgf/cm®. Le coefficient de écu- 


rité ne doit pas être inférieur à 2. 


Fig. 300 


Déterminons la dimension b par la formule (9.20) : 
6000 b 


5 = 2000 ER ; b=3a. 
Le rayon intermédiaire c est alors la moyenne géométrique entre a et b: 
C= Vab=a V3. 


Les valeurs numériques des diamètres sont ; 2a—100 mm; 2b—300 mm; 
2c—173 mm. 
L'expression (9.19) devient après substitution de c = V/ab: 


D'où l'on déduit : 
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Exemple 9.3. Une tige d'acier a été frettée dans une plaque d'acier 
(fig. 300). Quelle force faut-il appliquer axialement à la tige pour l'arracher 
à la plaque? A — 0,03 mm, le diamètre de la tige est D — 60 mm, l'épaisseur 
de la OS — 100 mm, le coefficient de frottement entre la plaque et la 
tige est f — 0,25. 

Faisant abstraction des particularités dues à ce que le frettage n'est pas 
norme dans la plaque, posons que la force cherchée représente la force de 
rottement : 


P= fPr3Dk, 


PR étant la pression de contact. Elle est déterminée par la formule (9.16), 
si l'on y pose 


a=0, b= co, =: 
A 0,03 
Pa=E 5 =2:10 6 — 1000 kgf/cm?. 


La force cherchée est 
P=0,25.10001-6-10=47,1 tonnes. 


$ 62. Disques d'épaisseur constante en rotation 
rapide 


Comme on l’a déjà dit, le problème de la détermination des 
contraintes dans un disque en rotation rapide se ramène au schéma 
de calcul du corps de révolution examiné plus haut. 

Il est bien connu qu'aux grandes vitesses de rotation les pièces, 
tels les disques des turbines à gaz et à vaneur, les pierres des recti- 
fieuses, etc., peuvent révéler des déformations permanentes notables, 
et même être détruites. Ceci conduit, en général, à de sérieuses ava- 
ries. Aussi est-on très exigeant en ce qui concerne la résistance des 
disques à rotation rapide. 

Considérons un disque tournant à vitesse angulaire constante w 
(fig. 301). On supposera pour la simplicité qu'il est d’epaisseur 
constante hk. Le plus simple pour déterminer les contraintes dans 
le disque est d'utiliser le principe de d'Alembert et d'introduire 
en qualité de forces extérieures des forces d'inertie réparties dans le 
volume du disque. Pour l'élément de volume kr dg dr (fig. 301) la 


force d'inertie est égale au produit de la masse n hr d dr par l’accé- 
lération normale w°r: 


dP = w?r dar, 
g 


+ étant le poids spécifique du matériau du disque. En vertu du prin- 
cipe de d’Alembert, la force dP doit être dirigée en sens contraire 
de l'accélération, c’est-à-dire à partir de l'axe. 
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Revenons aux équations établies au début de ce chapitre. Soit 
encore u le déplacement radial, o, et o: les contraintes radiale et 
circonférentielle dans le disque. Dans notre cas la contrainte o. 


N Fig. 301 


n'intervient pas, étant donné que le disque n'est pas sollicité par 
des forces axiales. 

Les équations (9.1) et (9.2) précédemment établies ne sont pas 
altérées. L’équation d'équilibre (9.3) demande à être précisée. 


4 
Grdé 7 


Fig. 302 


Parmi les forces agissant sur l'élément il faut introduire la force dP 
(fig. 302). Trouvons la somme des projections de toutes les forces 
sur le rayon r et écrivons qu'elle est nulle: 
(o,+ do) (r + dr) h dg— o,rh dp — ouh dr d + hu?rt dg dr = 0, 
d'où 
a (o = — À sort 9.21 
(On) —0= — Lu, (9.21) 


Les opérations suivantes ne se distinguent pas de celles faites 
pour le cylindre. On est conduit, comme avant, à l'équation (9.5), 
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mais avec pour second membre : 


dfid ___1—p? yet 
sfr] - Er. 


Intégrant deux fois de suite, on trouve cette fois-ci au lieu 
de {9.7) l'expression : 


Fe EE IE + Car +. (9.22) 


Posant 6, —0, dans les expressions (9.4), on détermine les con- 
traintes radiale et circonférentielle : 


= [OA +) C4) 5] +0, 
= [Ci (+) + C0) ] 2 +80. 


Passons aux conditions aux limites. Sur le contour extérieur du 
disque la contrainte radiale o, est nulle, c’est-à-dire que 


(9.23) 


Or(r=b) = 0. 


Sur le contour intérieur du disque les conditions sont moins 
définies. D'ordinaire le disque est fixé par un moyen ou un autre 


PTE 
li Er 


Fig. 304 


à un arbre. Si l’arbre et le disque forment un tout (fig. 303, a), on 
peut prolonger le disque jusqu’à l'axe de l’arbre et, négligeant 
le rôle de support de l’arbre, considérer en première approximation 
que le disque est plein (fig. 303, b). Dans ce cas le point r = O0 appar- 
tient au disque. Pour que les déplacements v et les contraintes 0, 
et o au centre soient limités, il faut, évidemment, que C, — 

De sorte que seule est inconnue la constante C,, qui est déterminée 
par la condition que la contrainte o, soit nulle sur le contour exté- 
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TR QU+u)— EE (B+) R?=0, 


Ce 1H? vo pp 3+u 


E 8g 1+u° 
Alors, les formules (9.23) des contraintes deviennent : 


(8-1) (?—r2), 


_ _1+34 
= (3+p) (& + #). 
Les épures des contraintes pour ce cas sont représentées fig. 304 
Si le disque est traversé par un trou circulaire de rayon a et si 
sa liaison avec l'arbre est lâche (fig. 305), on peut admettre que sur 


Or = 


LL 


(1 à 


CLIM) 


Fig. 305 


le contour intérieur la contrainte o, est également nulle. Alors les 


constantes C, et C, sont déterminées par les conditions: 
pour r = b: 


E 
= pa[at+n- ct] +08 = 0, 
pour r=a: 
Or = 


d'où 


Re — 3 (34) a =0, 


Ci+u)=É 2 (8 + 1) (+ a?), 
te AE 4e b?. 
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Les formules (9.23) s’écrivent alors dans ce cas: 
0 = (3+ Hi) sp 


LE YA _1+3% 
nu (8 + p) (84 à REC r) 

Les épures des contraintes construites conformément à ces for- 
mules pour b = 5a sont représentées fig. 305. 

Les contraintes maxima dans le disque ont toujours lieu dans 
la partie centrale. Aussi les disques de turbines tournant à grande 
vitesse sont-ils en général d’épaisseur variable. Ils sont renforcés 
en épaisseur au voisinage du centre. 


Chapitre X 


PLAQUES ET ENVELOPPES 


$ 63. Principales particularités des plaques et enveloppes 


La plupart des éléments de constructions devant être calculés 
à la résistance peuvent être réduits aux schémas de la barre ou de 
l'enveloppe. 

Comme on l’a déjà dit, on appelle barre tout corps dont une des 
dimensions (la longueur) est bien plus grande que les autres. On 
considérait jusqu’à présent principalement des éléments de construc- 
tions se réduisant au schéma de la barre. Passons maintenant aux 
enveloppes. 

Une enveloppe est un corps dont une des dimensions (l'épaisseur) 
est bien plus petite que les deux autres. Le lieu géométrique des 
points équidistants des deux surfaces de l’enveloppe est la surface 
moyenne. Si la surface moyenne de l’enveloppe est un plan, on a alors 
une plaque. Les plaques sont classées selon la forme du contour 
extérieur. Ainsi, les plaques peuvent être circulaires, rectangulaires, 
trapézoïdales, etc. Si la surface moyenne est une portion de sphère, 
de côue ou de cylindre, l'enveloppe est dite sphérique, conique ou 
cylindrique. La géométrie de l'enveloppe n'est pas déterminée 
uniquement par la forme de la surface moyenne. Il faut connaître 
également la loi de variation de l’épaisseur de l'enveloppe. Toutefois, 
toutes les enveloppes rencontrées en pratique sont en génèral d’épais- 
seur constante. 

Une enveloppe est dite à symétrie axiale ou simplement symétrique 
si sa surface moyenne est une surface de révolution. Nous supposerons 
par la suite que la charge agissant sur cette enveloppe jouit égale- 
ment de symétrie axiale. Le calcul de telles enveloppes est consi- 
dérablement simplifié. Ceci résulte du fait que toutes les forces 
internes d’une telle enveloppe sont invariables le long d'un arc 
de cercle et dépendent seulement du rayon ou de la longueur de l’arc 
de la génératrice du corps de révolution. Pour les enveloppes ne 
jouissant pas de propriétés de symétrie les contraintes sont données 
par des fonctions de deux variables indépendantes. 


304 Plaques et enveloppes ch. X 


Au schéma de l'enveloppe symétrique se ramènent un grand 
nombre de constructions ainsi que chaudières et cuves, pièces de 
machines, pièces de petites dimensions, telle la boîte élastique du 


Fig. 306 


variomètre (appareil pour mesurer la vitesse de l'ascensiou des 
avions) (fig. 306), de 40 mm de diamètre et de 0,2 mm d'épaisseur, 
et ouvrages tel celui de la fig. 307, représentant une coupole de 


Fig. 307 


planétarium. On a affaire au schéma d’une plaque quand on calcule 
les fonds plats de cuves, les parois de différents réservoirs, les cloi- 
sons planes des cellules des avions, etc. 

Il est bien entendu que le calcul de la paroi d’une cuve ou de la 
boîte élastique d'un variomètre ne peut être fait par les mêmes 
PIOSEAÉe exposés pour le schéma de la barre dans les chapitres précé- 

ents. 

Le problème du calcul des enveloppes de révolution se résout 
le plus simplement lorsqu'on peut admettre que les contraintes dans 
l'enveloppe sont distribuées uniformément dans son épaisseur, cas 
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où il n’y a pas de flexion de l’enveloppe. La théorie des enveloppes 
qui part de cette hypothèse sera appelée dans ce qui suit théorie 
de membrane. 

Si une enveloppe ne comporte pas de lignes anguleuses et d’encas- 
trements et si elle n’est pas chargée par des forces et des moments 
concentrés, elle peut être calculée avec succès par la théorie de 
membrane. Mais en présence de ces singularités, on a aux lieux de 
fixation de l’enveloppe et là où elle change brusquement de forme 
des contraintes accrues dues à l'effet de flexion. La solution de pro- 
blèmes analogues par des méthodes plus précises tenant compte 
des moments fléchissants montre que la zonè des contraintes accrues 
est en général très limitée. et à distance suffisamment grande des 
singularités mentionnées, le calcul des contraintes s'inscrit dans 
le schéma de la théorie de membrane des enveloppes. Pour ce qui 
est des contraintes dans les zones singulières, une étude particulière 
est nécessaire. Enfin. il convient de noter que plus le voile est mince, 
plus est vraie la loi de répartition uniforme des contraintes dans 
l'épaisseur, et plus exacts sont les résultats donnés par la théorie 
de membrane. 

Ce qui vient d’être dit trouve sa confirmation dans le calcul du 
récipient cylindrique du $ 60, où l’on a démontré que dans le corps 
d'un cylindre à parois minces la contrainte circonférentielle pouvait 
être supposée uniformément répartie dans l'épaisseur. Pour une 
faible épaisseur la contrainte radiale était négligeable en comparai- 
son de la contrainte circonférentielle qui. elle, était grande. 

Les questions de la théorie générale des enveloppes s'éloignent 
beaucoup des limites du cours de résistance des matériaux et cons- 
tituent actuellement une section indépendante très développée de 
la mécanique. 

Arrêtons-nous d’abord sur les questions les plus simples de la 
théorie de membrane. On envisagera par la suite des problèmes de 
détermination de contraintes fléchissantes dans les cas les plus 
simples de charge de plaques et d’un cylindre à paroi mince. 


$ 64. Détermination des contraintes dans les enveloppes 
symétriques selon la théorie de membrane 


Considérons une enveloppe symétrique d'épaisseur h (fig. 308). 
Désignons par p, le rayon de courbure de l'arc de méridien de la 
surface moyenne (fig. 308, a), et par p le second rayon principal, 
c'est-à-dire le rayon de courbure de la section normale perpendicu- 
laire à l'arc de méridien. Ce rayon est égal au segment de normale 
compris entre la surface moyenne et l'axe de symétrie (fig. 308, a). 
Pm et pr sont en général des fonctions de l’angle 6 entre la normale 
et l'axe de symétrie. 


20—522 


306 Plaques et enveloppes ch. X 


Découpons dans l'enveloppe un élément ds,, ds, représenté 
fig. 309, au moyen de deux plans méridiens et de deux sections coni- 
ques normales (fig. 308, b). Soient o,, et 64 les contraintes sur les 


Fig. 308 


faces de l'élément. La première sera appelée contrainte méridienne. 
Le vecteur de cette contrainte est dirigé tangentiellement au méri- 
dien. La deuxième contrainte o, sera appelée contrainte circonfé- 
rentielle. Les contraintes o,, et o multipliées par les aires respectives 


Omhds;+4(6mhds;) 
Fig. 309 


des faces de l'élément donnent les forces 6,,hds, et chds,. représentées 
fig. 309. À ce mème élément est appliquée la force de pression exté- 
ricure p ds,ds.. 

Projetant toutes les forces sur la normale. il vient: 


P ds d$2 — Gmh ds: d0 — oh ds, dy =0. 
Comme 


ds ds 
dû — + , de = ra 


ë ? 
On 
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en définitive 
Om O __P 
res + re (10.1) 


Cette relation est appelée équation de Laplace. 

Pour l'élément représenté fig. 309 on peut encore former une 
équation en projetant toutes les forces sur l’axe de l’enveloppe. 
Mais le plus commode est de faire ceci non pas pour l’élément, mais 
pour la partie de l'enveloppe découpée par 
la section conique normale (fig. 310). 

Désignant par P la résultante axiale des 
forces extérieures agissant sur la partie 
découpée de l'enveloppe, on a: 


Om2rrh sin 6 — P. (10.2) 


On tire d'ici Ja contrainte méridienne 6,,. 
Par conséquent, lorsque les contraintes sont 
uniformément réparties dans l'épaisseur, les 
contraintes ©, et 6: dans l’enveloppe sont Fig. 310 
déterminées uniquement par les conditions 
d'équilibre. La troisième contrainte principale, la contrainte appli- 
quant l’une contre l’autre les couches de l’enveloppe. est supposée peti- 
te et on admet que l’état de contrainte de l'enveloppe est biaxial. En 
effet, la contrainte radiale maximum est égale en valeur absolue à la 
pression normale p, alors que o,, et 6, sont, en vertu de l’équation 
de Laplace. de l'ordre de p Du. etp # : 

Avant de passer à des exemples concrets, démontrons les deux 
théorèmes suivants. 

Thécrème 1. Si une surface quelconque est soumise à une 
pression uniforme. alors. quelle que soit la forme de la surface. la 
projection de la résultante des forces de pression sur un axe donné 
st égale au produit de la pression p par l'aire de la projection de la 
surface sur un plan perpendiculaire à l'axe donné. 

Soit une surface F (fig. 311) sur laquelle agit une pression p uni- 
formément répartie. On demande de déterminer la projection de la 
résultante des forces de pression sur l’axe z. 

Cette projection P, est évidemment égale à: 


=) pcospdF, 


——-"—— 


œ étant l’angle entre la normale à la surface et l'axe r. 
L'aire de la projection de l'élément dF sur un plan x perpendi- 
culaire à l'axe x est égale à: 


dF'=dF cos p. 
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Par conséquent, 
x"=pP f dF' = pf". 
F 


Le théorème est ainsi démontré. 


Fig. 311 


Théorème 2. Si une surface quelconque subit Ja pression 
d un liquide (fig. 312), la composante verticale des forces de pres- 
sion est égale au poids du liquide se trouvant au-dessus de la sur- 
face. 

En vertu du premier théorème, la composante verticale des 
forces de pression sur l'élément dF est égale au produit de la pres- 
sion sur cet élément par la projection de l'aire sur le plan du niveau 
du liquide, soit: 
| pdF'. 

Comme 

P=Y 
y étant le poids spécifique du liquide, la force verticale agissant 
sur l'élément dF sera 

vs dF". 


Or. zdF' est le volume du prisme élémentaire se trouvant au- 
dessus de l'élément dF. La force totale cherchée sera donc égale 
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au poids du liquide dans le volume se trouvant au-dessus de la sur- 
face F. 

Expliquant le résultat obtenu, il convient d'indiquer que la force 
trouvée ne dépend pas de la forme du récipient retenant le liquide. 


Fig. 312 


Ainsi, la force s'exerçant sur le fond du récipient est la même pour 
tous les trois cas de la fig. 313 et égale au poids du liquide contenu 
dans le cylindre ABCD admettant le fond comme base. 


Fig. 313 


Considérons quelques exemples de détermination des contraintes 
dans les récipients à parois minces. 

Exemple 10.1. Une enveloppe prie de rayon R et d'épaisseur h 
subit une pression intérieure p (fig. 314). Déterminer les contraintes dans 


l'enveloppe. 
Pour une enveloppe sphérique : 


Pm=Pr=RÀ. 


En vertu de la symétrie totale : 
Orn = Ot. 
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La formule de Laplace (10.1) donne : 


L'état de contrainte est biaxial (fig. 314) 
R 
O! = Oo =—— 


2h 
La contrainte minimum 0: est posée égale à 0. 


Fig. 314 
Selon la théorie de Mohr, quel que soit k, 
R 
Déquiv = 403 = D « (10.3) 


Exemple 10.2 Un récipient cylindrique (fig. 315,a) est soumis à une 
pression intérieure p. Le rayon du cylindre est R, l'épaisseur h. Déterminer 
les contraintes. 


d 
Fig. .315 
Découpons par une section droite une partie du cylindre (fig. 315.b) et 
écrivons pour cette partie l'équation d'équilibre (10.2) : 
On2xRh = P. 


En vertu du premier théorème, la composante axiale des forces de pres- 
sion est, quelle que soit la forme du fond, 


P= nR?p. 
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De sorte que 

PR 

2h 
Pour le cylindre py—co, ps —R. Aussi déduit-on de la formule de 

Laplace (10.1) 


Om = 


c'est-à-dire que la contrainte circonférentielle est deux fois plus grande que 
la contrainte méridienne. 


Fig. 316 


L'élément ABC D découpé dans l'enveloppe cylindrique se trouve à l'état 
de contrainte biaxial (fig. 315,c ): 


O1=0ts Co—=Om, 03=0. 
La contrainte équivalente est 


pR 
Téquiv =0i— ko3=—— . (10.4) 

Pour le cylindre, comme on le voit. la contrainte équivalente est deux 
fois plus grande que pour’une enveloppe sphérique de mêmes rayon et épaisseur. 


Exemple 10.3. Un récipient demi-sphérique de rayon R et d'épaisseur 
h (fig. 316,a) est rempli d’un liquide de poids spécifique y. Déterminer les 
contraintes dans le récipient et construire les épures de a. 64 et Céquiv- 

Par une section conique normale d'angle äu sommet 2p découpuns la par- 
tie inférieure de l'enveloppe sphérique (fig. 316.b) et écrivons pour cette partie 
l'équation d'équilibre (10.2), P étant la résultante de la force de pression du 
liquide. En vertu du second théorème, la force P est égale au poids du liquide 
dans le volume situé au-dessus de la partie découpée de l'enveloppe. 

Intruduisons l'angle auxiliaire 4 et déterminons d’abord le volume du seg- 
ment ABC (fig. 316.b): 


œ 
l'éegm = ( 7 (R sin )° À sin ÿ dp 
0 


ou 


Vecgm = 71RS (+ — cos ++ cos ç) : 
Il faut adjoindre à ce volume celui du cylindre ADEC : 
Ven = RS sin? 4 cos q. 


312 Plaques et enveloppes ch. X 


Le volume total est : 
» 
V=— 7 R3 (1 —coss ). 
On trouve donc: 
9 
P=—aR3y (1— cos @), 
__ YR? 1—cos3 y 
Om = 7% ue ‘ (10.5) 
Considérons maintenant l'équation de Laplace (10.1) avec 
Pm=pr=R, p=yk cos. 
Substituant 0, on tire de cette équation : 


2 => 3 
= [acosp- RES ni E (10.6) 


sin? q 


Construisons d'après les expressions (10.5) et (10.6) les épures de 6, et ©. 
représentées fig. 317. On voit que les contraintes 0,, et 0, sont égales au 


JR? Jr à 
PF M F(tK) 


point inférieur de la sphère. Au point supérieur o, est négatif. Là où o,, et 04 
sont du même signe, on à Oj — Om O — Op. O3 = 0 


Céquiv = 1 — OS = Om. 
Là où om et 0, sont de signes contraires, 
O1= Om, O2—=0, O3=0, 
Téquiv = 9m — kO4. 


L'épure de la contrainte équivalente (fig. 317) présente donc un point 
anguleux là où o, change de signe. 
La contrainte calculée pour le récipient est égale à 


vR? 
Déquir = 7 (A+), 


Det 
é,c 


où, comme avant, k — 
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La présence dans la partie supérieure du récipient de contraintes de compres- 
sion o, est. dans notre cas. tout à fait légitime. 

La contrainte méridienne ©, dans la zone de fixation est évidemment 
extensive. Comme la pression p est ici petite, l'équilibre de l’élément considéré 


Fig. 318 Fig. 319 


(fig. 318) ne peut avoir lieu que si l'on a une tension circonférentjielle compres- 
sive 04. Si le récipient était maintenu dans sa partie inférieure. ce phénomène 
n'existerait pas. puisque au bord supérieur ©,, serait nulle. 


L'apparition de contraintes coinpressives 6, quand on a une pression inté- 
rieure n'est pas le propre du récipient sphérique. Ainsi, dans une cuve cylindrique 
remplie de liquide (fig. 319). dans la zone de transition entre la partie cylindri- 
que et le fond peuvent naître également. dans des conditions déterminées. des 
contraintes compressives. 


Exemple 10.4. Déterminer les contraintes dans une bouteille toroïdale 
chargée par une pression intérieure p. Les dimensions de la bouteille sont données 
fig. 320.a. 
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Délimitons par des sections normales à la surface une partie de l'enveloppe 

toroidale (fig. 320,6). Ecrivant l'équation d'équilibre pour cette partie. on a: 
Om (a+ R sinq)sinq=pr((a+R sin p)?—a2], 


durs PR 2a+LRsing 
M 2h aLRsine ‘ 


Adressons-nous à l'équation de Laplace (10.1) : 


= __a+Rsinq 
Pm=R, Mn 
Substituant dans l'équation (10.1) p,\, ps et Om. on trouve: 
=PR 
= 2h 


La contrainte maximum o,, a lieu aux points intérieurs de l'enveloppe 


toroïdale pour ç = ne 


2 
__PR 2—R 
M D aR 


Comme les contraintes omax et O4 sont de même signe, on a: 


DR 2a—R 


Céquir — h a=R (10.7) 


Dans le cas particulier où a — 0 le tore devient une sphère et l'expres- 
sion (10.7) coïncide avec l'expression (10.3) établie pour une sphère. Lorsque 
a = . le tore devient un cylindre. Alors l'expression (10.7) coïncide avec l'ex- 
pression (10.4). 

Sia = À, comme il résulte de la formule (10.7). on a Céquiv — %- 


$ 65. Flexion des plaques circulaires symétriquement chargées 


On a envisagé plus haut la traction d’enveloppe ne travaillant 
pas en flexion. Envisageons maintenant le cas de la flexion. indé- 
pendamment de toute traction. Le plus commode à cet effet esl 
de prendre l’exemple de la flexion des plaques. 

La théorie de la flexion des plaques est une branche bien étudiée 
de la théorie appliquée de l'élasticité. Ci-dessous. nous nous arrê- 
terons seulement aux problèmes les plus simples de cette branche. 

Sous l’action de forces extérieures perpendiculaires au plan moyen, 
la courbure de la plaque varie. Cette variation de courbure a lieu 
en général simultanément dans deux plans, et il se forme une surface 
faiblement courbée à double courbure, dite surface élastique. La for- 
me de la surface élastique est caractérisée par la loi de variation 
de la flèche &# de la plaque. Lors du calcul des plaques on pose que 
la flèche w est essentiellement plus petite que l’épaisseur de la pla- 
que h. C'est précisément dans cette hypothèse que l’on peut consi- 
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dérer la flexion de la plaque indépendamment de la traction. Les 
plaques satisfaisant à cette condition sont parfois dites plaques 
minces. 

Une hypothèse analogue sur la petitesse des flèches avait été 
implicitement adoptée plus haut lors du calcul des poutres. Ainsi, 
pour une poutre encastrée à ses deux extrémités travaillant en 
flexion (fig. 321). l'axe incurvé de la poutre est plus long que lorsqu'il 


n'est pas déformé. On fait abstraction des allongements qui résul- 
tent de la déformation de la poutre, en comparaison des allonge- 
ments dus à la flexion de la poutre. Une telle abstraction n’est pos- 
sible quersi la flèche de la poutre est petite par rapport à la hauteur 
de sa section. 

Les plaques pour lesquelles les flèches sont du même ordre de 
grandeur que l’épaisseur se calculent compte tenu de l’allongement 
de la surface moyenne. 

La théorie de la flexion des plaques et enveloppes est basée sur 
plusieurs hypothèses simplificatrices. La première est l'hypothèse 
de l'invariabilité de la normale, qui porte le nom de Xirchhoff. On 
admet que les points situés sur une normale à la surface moyenne 
avant la déformation sont alignés après la déformation sur une 
même normale à la surface déformée. Une telle hypothèse, comme 
celle des sections planes d'une barre, exprime le fait qu'on peut 
négliger les déformations angulaires des enveloppes en comparaison 
des déplacements angulaires. Ceci est acceptable dans la mesure 
où l'épaisseur de la plaque est petite en comparaison des autres 
dimensions. 

Nous supposerons ensuite que les contraintes normales dans les 
sections parallèles au plan moyen sont négligeables en comparaison 
des contraintes de flexion, c'est-à-dire qu'il n’y a pas d’écrasement 
des couches de la plaque les unes sur les autres. Une hypothèse analo- 
gue avait été faite plus haut lors de la déduction des formules de la 
flexion simple d’une barre et lors de l'étude de l’état de contrainte 
des enveloppes au moyen de la théorie de membrane. 

Venons-en maintenant à la détermination des contraintes dans 
les plaques circulaires. Envisageons une plaque d'épaisseur cons- 
tante » chargée par des forces symétriques par rapport à son axe z 
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(fig. 322). Les déformations, les déplacements et les contraintes 
dans la plaque seront également symétriques par rapport à l'axe z. 

Soit w la flèche de la plaque et & l'angle dont tourne la normale 
(fig. 323). Les quantités w et à sont des fonctions du seul rayon r et 
sont liées entre elles par la relation évidente : 


d ni 
=. (10.8) 


Le signe moins a été pris conformément au schéma de la flèche 
représenté fig. 323. L'angle 8 croît lorsque la flèche w décroît. 


Fig. 322 Fig. 323 


D'ailleurs ce signe n'a pas une importance fondamentale et il est 
déterminé seulement par le sens dans lequel est comptée w. 

On a montré fig. 324 une section axiale de la plaque. La normale, 
qui était en 4,B, avant la flexion, tourne, de l'angle 8 et vient, en 
vertu de l'hypothèse sur l’invariabilité de la normale, en A;B;. 
La normale 4,B, tourne de l'angle 8 + dô. 

Le segment CD situé à la distance z de la surface moyenne et 
dirigé radialement s'accroît de 


z(0 + dû) —z0 —zd6. 


L'allongement relatif est : 


dô 
1 . (40.9) 


L'allongement relatif au point C perpendiculairement au plan 
du dessin peut être trouvé en comparant les longueurs de la circon- 
férence correspondante avant et après la déformation. Avant la flexion 
de la plaque la longueur de la circonférence passant par le point C 
était égale à 2xr, et elle devient après 2x (r + z8). L'allongement 
relatif circonférentiel est donc 
ô 
+ 0 


Er = 2 


(10.10) 
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Par deux sections axiales formant l'angle d et deux surfaces 
cylindriques de rayons r et r + dr (fig. 322) découpons dans la plaque 
un prisme élémentaire (fig. 325). Puisqu'il n’y a pas dans les sections 


Fig. 324 


parallèles à la surface moyenne de contraintes normales, le lien 
entre les allongements et les contraintes est donné par la loi de Hooke 
sous la forme suivante: . 
1 
Er = + (or — ui), 
{ 
er —-7 (01 —Hor). 


Si l'on exprime les contraintes en fonction des déformations, on a: 


| E 
= TE (e- ue), 

E (10.11) 
Gr = T=p (er --pe;), 


ou, en vertu des expressions (10.9) et (10.10), 


Ez dô (4 
SE ver À VE re À | 
nu (e dé (10.12) 
tt \r TH T) k 

Sur les faces du prisme (fig. 325) peuvent apFaraîtie non seule- 
ment des contraintes normales, mais aussi des contraintes tangen- 
tielles. Par suite des conditions de symétrie. il est évident qu'elles 
peuvent apparaître seulement sur les éléments perpendiculaires au 
rayon r et seulement verticalement. 

Considérons à présent les conditions d'équilibre du prisme décou- 
pé. Pour cela, trouvons d’abord la résultante des forces agissant sur 
les faces de l'élément. Sur la face A,B,4,B, (fig. 325) les contraintes 
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tangentielles donnent un effort tranchant dirigé selon l'axe z. 
Désignons par Q kgfcm la densité de cette force, c'est-à-dire la 
grandeur de la force par unité d'arc rdg. L’effort tranchant sur la 
face A,B,4,B, est égal à Qrdw. et sur la face A,B.A,B, il est égal à 
(Q + dQ)(r -- dr) dg (fig. 326). 

Puisque les contraintes dans les couches supérieures et inférieures 
sont identiques mais de signes contraires [formules (10.12)|, les 


Fig. 325 Fig. 326 


forces normales sur les faces de l'élément sont nulles. Les contraintes 
normales o, et o, sur les faces correspondantes se ramènent à des 
moments résultants dans les plans verticaux. 

Désignons respectivement par Af, et M, kgf-cmicm la densité 
des moments engendrés sur les faces 4,B,4,B, et A,B,4,B.. c'est-à- 
dire les grandeurs des moments par unité de longueur de section. 
Dans ce qui suit, on appellera les quantités A7, et A/,. pour abréger. 
simplement moments. et Q effort tranchant. 

Connaissant 6, et 6. on détermine la résultante des moments 
sur les faces : 

44 


M,rdç =-rdp f o-2 dz. 


Mdr = dr ( Oz d£. 


°h 
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Utilisant les expressions (10.12), il vient : 


h 
hs 
E do D er 
M, = TETE (+4 +) . Z, 
+: 
E Ÿ dû ° 
M: = TE (= ++) s dz 
Or, , 
+: 
[ Pa, 


par conséquent. 


(10.13) 


où 
Eh3 


D= UHR) 


(10.14) 


Cette grandeur est appelée rigidité de la plaque (ou de l'enve- 
loppe) à la flexion. 

Parmi les forces appliquées à l'élément (fig. 326) on a inclus egale- 
ment la force extérieure pr d@ dr, p étant la pression en kgf/cm°. pou- 
vant varier en fonction du rayon r. 

Projetant toutes les forces agissant sur l'élément (fig. 326) sur 
l'axe de symétrie, on a: 


(Q + dQ)(r + dr) dp — Qr d — pr dg dr = 0, 
d'où 
pr= © (Qr). (10.15) 


Prenons la somme des moments de toutes les forces par rapport 
à l'axe y tangent à l'arc de cercle de rayon r dans le plan moyen: 


(M,+dM,)(r+ dr) de —M,r de — pr dr dy À — 
M, dr dq+(Q+d@)(r + dr) dç dr 0, 
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ou, négligeant les termes d'ordre supérieur : 
Mi (Mr)=0Qr. (10.16) 
Les autres équations d'équilibre sont identiquement satisfaites en 
vertu des conditions de symétrie. 


Substituant M, et M, donnés par (10.13) dans l'équation (10.16) 
et supposant la Lu D ue on a: 


LE Qr 
TE + Fe Tr. D 
d'où 
bre tr]--3. (10.17) 


On vérifie facilement la dernière transformation par une simple 
dérivation. 
Intégrant deux fois de suite l’expression (10.17), on trouve: 


0=Cr+ Î [r | Qar]dr. (10.18) 


Ci et C2 étant des constantes d'intégration arbitraires, qu'on déter- 
mine à partir des conditions aux limites dans chaque cas concret. 

L'effort tranchant Q peut être déduit de l'équation d'équilibre 
(10.15). D'ailleurs, il est bien plus commode de déterminer l'effort 
tranchant en considérant les conditions d'équilibre de la partie 
centrale de la plaque découpée par une section cylindrique de rayon r. 
Cette méthode de calcul de l'effort tranchant sera illustrée dans la 
suite sur des exemples. 

Une fois la fonction © (10.18) trouvée, les expressions (10.13; 
donnent les moments tléchissants M, et M, et l'expression (10.8) 
la flèche w. Connaissant les moments fléchissants, il est facile de 
trouver les contraintes. Comparant les expressions (10.12) et (10.13), 
on voit que 

__  Ez M, . __ Ez M; 
FT RE D : HT D 
Substituant l'expression de D (10.14), on trouve: 


124, 1244 
Gr h3 Hs lee n3 


5 : 5 h : 
Les contraintes maxima ont lieu pour 2=+--. Par conséquent, 


M, . È 
TE GW; : gmax _ L ÊUe . (10.19) 


ke? he 
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$ 66. Détermination des contraintes et des déplacements 
dans les plaques circulaires 


Voyons sur des exemples dans quel ordre doivent être appliquées les for- 
mules établies. 


Exemple 10.5. Déterminer le déplacement vertical et les contraintes 
dans une plaque soumise à une charge uniformément répartie p, dans les deux 
cas suivants de fixation: a) le contour est encastré. b) la plaque s'appuie libre- 
ment sur son contour (fig. 327). Le rayon de la plaque est R, son épaisseur h. 


Fig. 327 


On commence la résolution du problème en déterminant l'effort tranchant Q. 
Pour la partie centrale d’une plaque de rayon r (fig. 327), quelle que soit sa fixa- 
tion par son contour extérieur, l'équation d'équilibre donne: ‘ 


Q-2nr= part, 
ou 
Pr 
2 
On déduit de l'équation (10.18) après deux intégrations successives : 
Ca __prs | 
PROD 


Aussi bien dans le cas a) que dans le cas b) l'angle de rotation 8 au centre 
de Bplaase (pour r—0) doit être nul. Mais cela n'est possible que si C2=0. 
nc. 


prs 


Ô=Cir — 16D * (10.20) 


Envisageons à présent les deux modes de fixation séparément. 
Dans le premier cas on a sur le coutour pour r—R 8 —0, d'où: 
pR? 
G=%D" 


-—_(Re— 
8 (Mr. 


21-522 
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En vertu des expressions (10.13), on a: 


Me LA (Hp) 72 (3+ pl, 
p (10.21) 
Me=-T ir (A+ p)—72(1+3p)]. 


Ensuite. on déduit de l'expression (10.8) 


16D 


la constante C3 étant déterminée par la condition que le déplacement w sur 
le contour est nul. Alors : 


1 ré 
w=—?_ [cs R?r3+ T | ; 


(10.22) 
w= 45 (R3— r2)°. 


Commé un le voit, la plaque affecte la forme d'une surface du quatrième deyre. 
Dans le second cas de fixation de la plaque les contraintes radiales o, (on 
le moment M,) s'annulent sur le contour. Donc, en vertu de la première expres- 
sion (10.13) pour r = R, 
40 | 1° _ 


Tr 


C1 est déterminé par cette condition. L'équation (10.20) donne . 


3pR° PR? \ 
CGi—-60 Th (a- 16D ) =0, 


d'où 
ç, = PE 3+n 
17160 1+p” 
= P_T3+H po ] 
pre |. 


On détermine les moments fléchissants conformément aux expressions (10.13) 
Mr= (34 p)(R2—r?), 

+3 

m 


de (su) (Re HE #). 


(10.23) 


L'expression du déplacement a la forme : 
SuPATS = SERA =] 
460 [cs tu 2 T4 J 
‘La constante C3 se détermine de nouveau par la condition que le dépla- 
cement w est nul sur le contour, 


AR, 5+u 
Ge ur 
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d’où 
(LE re St past ; 
16D L'4 Tin À Z + Rr+— A]: (10.24) 


Les épures des moments fléchissants se construisent conforméinent aux 
expressions (10.22) et (10.24) (fig. 328). 


V4 


V pr? pRè 
16 <H 2 
Fig. 328 


Lorsque le contour est encastré, les contraintes extensives maxima ont 
a au Moines de la surface supérieure près du contour. En vertu des formu- 
es (10.19), 


2pR3 6 2upR? 6 
damier rnb LR CE 
03=0 
la contrainte équivalente est : 
3 pR° 
Téquir = 1 — KO = Te 


Dans le cas du contour s'appuyant simplement, les contraintes extensives 
maxima ont lieu au centre, au voisinage de la face inférieure de la plaque. 
Ici 


3 R26 
D=02= LE FE, 05=0, 
3 R? 
Céquiv = 01— 403 = 5 (34H) es . 


Les flexions maxima s'écrivent dans le premier et le second cas, en vertu 
de (10.22) et (10.24) : 


R4 
a) Umer = Ep i 
5 R4 
b) Pare LEE ED: 


Exemple 10.6. Déterminer les contraintes et le déplacement vertical 
dans le ressort à lames superposées (fig. 329,a). 


21° 
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11 est évident que le problème se ramène au schéma de lu plaque chargée 
sur ses contours par des forces réparties P (fig. 329.b). La contraction du res 
sort est déterminée par la flexion d'une plaque multipliée par n, n étant Île 
nombre de plaques du ressort. 


LISS LILI ITS à SLI II IS IITE 


AN 
nm Ze, 
YOYOYNS 1 | SSSSSSSSSSSSS 
CLLALLLULLLA CU LU LA 
OSSSSSSSSSSSS SSSSSSSSSSSSN 
CO 


NN 


LILI CII AIS. 


LIT dd LD II à 


NV 


on ee 


p 


Fig. 329 


Déterminons d'abord l'effort tranchant Q. On déduit de la condition d'équi- 
libre de la partie centrale (fig. 329,c) : 
P 


Q-2nr = P ; = 


On dédait ep l'équation (10.18) : 


Ca P 1 
9=Cyr+ Er (Log r—+) : (10.25) 
Changeant la valeur de la constante C;. recopions cette expression sous 
la forme : ; 5 
Cri? a 
Ô—=Cir + ZxD rLog—. (10.26) 


Choisissons les constantes Cj et C2 de sorte que le moment fléchissant 
radial 


dû Ôô 
M=D (S+r +) 


soit nul pour r—a et r —b. On a deux équations : 


c P 
C++) per: 


re 
cup pee [A+ Los +1], 

d'où - ; ; ; 

GU+bH=ZT Es A+) Log++1| ‘ 


P ab? b' 
Cap) = ar (A +) Log —. 
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Substituant à présent 6, C! et C2 dans les expressions des moments 
(10.143), on a: 


P b® 4, & b r 
Me Es (+) (: +) Log ——(1+h) Log | , 


P b? a? b r 
Men (er 440 (44) Log à (+) Log +14]. 
Les épures des moments sont représentées fig. 336. La contrainte maximum 
a lieu au voisinage du contour intérieur. Ici 
6MPax 
Jéquiv A — 75 — 


où 
P 26? b 
max. =, : —+{1— 
M4 4n EE (1+:u) Log à +1 x] . 


intégrant la fonction & (10.26), on trouve en vertu de l'expression (10.8) : 


, T2 ; r Pre r 1 
ve Cs Ci Calor + (Lo T7). 
Puis, 3 se détermine de la condition que le déplacement w s'annule lorsque 
r=b. Alors, 


P 
8nD 
Posant r—a et substituant C{ et C2, on trouve la flèche d'une plaque: 


LP Fi3tn, À, 14h 2e ob 
=D [5 in Car ua LES | 


w= C1 L (b2—r2)-+ Co Log 24 r? Log ——u? Log à is |] . 


2 


Pour le ressort considéré cette expression doit être multipliée par ». 


Fig. 330 Fig. 331 


Exemple 10.7. Déterminer la flèche et les contraintes maxima dans 
une plaque chargée pas une force concentrée en son centre (fig. 331). 
Ainsi que dans l'exemple précédent, 
P 


Q=r 
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C'est pourquoi l'expression (10.26) subsiste. 
Recopions-la sous la forme 


o=Cr+ r Log. 


Se 

4nD 

Au centre (pour r —0) on a ê —0. Par conséquent, puisque lim r Log —=0, 
r 


la constante C2—0. On choisit la quantité Ci de sorte que la fonction # 
s’annule lorsque r— R. On en déduit Ci —0. Ainsi, 


P R 
0=- 5 ” Lo FT x 


En vertu des expressions (10.13), les moments fléchissants s'écrivent : 
P R 
P R 
Meme [A+ Lo Eu]. 


Les épures construites à l'aide de ces formules sont représentées fig. 331. 
On voit que les moments fléchissants deviennent infinis au centre. ce qui pro- 
vient de ce que l'effort tranchant Q devient lui-même infini. On a ainsi au centre 


My | 
(AN 
: dl Lu B(-£ 
L£- 
I 


Fig. 332 Fig. 333 


une singularité. Dans des conditions réelles il n'existe pas de forces concentrées 
en un point. ce n'est qu'un schéma. La force est appliquée sur une petite sur. 
face (fig. 322). et les contraintes sont plus ou moins grandes en fonction de la 
grandeur de cette surface. 

La flèche au centre de la plaque lorsque la force est concentrée est finie. 
et la schémalisation des conditions réelles d'application des forces n'introduit 
pas ici de contradiction: ‘ 


Pr? R 1 
c=Cs—gan (+5) 
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Comme pour r—R, la flèche w—0, on déduit 


PR? 
Ci =" 
d'où ñ ; F 
=—— | = (R?— 73) — 72 LS 
w ep [7 ri) r Log + |. 
Au centre 


PR? 
Par = TD * 


Exem ? le 10.8. Construire les épures des moments fléchissants pour 
une plaque pleine encastrée à son contour et chargée par une force P répartie 
sur un cercle de rayon a (fig. 333). 

La plaque doit être considérée comme étant constituée de deux régions. 
Dans la première région Q =: 0. ct en vertu de (10.8) : 


di= Cr ie 
et un peut poser d'emblée C2 =0, puisque au centre #40. Par conséquent, 
01= Cyr. (10.27) 
Dans la deuxième région 2 
nr 


On peut prendre ici directement l'expression (10.26) de 8 dans l'exemple 10.6 : 


€ P r 
dCi È nr Log —. (10.28) 


Les constantes C;, Ci et C2 se déterminent à présent des conditions de conju- 
gaison des régions. 

Pourr=aon a, = 02. W,, — M,-, c'est-à-dire que les angles de rota- 
tion et les moments fléchissants doivent être identiques sur le contour de conju- 
gaison des régions. 

La condition d'égalité des moments peut être écrite sous la forme : 


(tu) = (Sue). 
Mais comme = 0», on a: 
dô; ) _ (482 ) | 
dr Jr=a dr }r=a 


La troisième condition est évidemment: pour r-=b l'angle de rotation 
est D2—0, On obtient ainsi les trois équations : 


C 
Cia — in+—, 


, C> P 
ASC Fan 
C Pb b 
de tk 2 — es — = 
GP ap es 
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desquelles on déduit : 


P b 1 a? 
Gers (Lee +74): 
Pai 
C= 5: 


Dans la région centrale de la plaque les moments fléchissants sont égaux 
en vertu de (10.13) et (10.27) à 


Meme CH (Log Lt) = Cte. 


a 2 b% 2 
Dans la deuxième région, compte tenu de l'expression de 62 (10.28), on a: 
P b 1 a? a? 


Me [tn (Log +55) 5 dr]: 


Les épures des moments fléchissants sont représentées fig. 333. Si a est 
petit, le moment fléchissant maximum a lieu dans la partie centrale. Pour 
de grandes valeurs du rayon a le moment maximum a lieu au contour. Il est 
facile de calculer aussi les contraintes d'après les moments. | 

Par conséquent, le problème du calcul d’une plaque constituée de plusieurs 
secteurs ne contient pas de difficultés de principe. Toutefois; on a souvent à faire 
ici d'assez gros calculs. Pour contourner cette difficulté, on applique, s'ilya 

lieu, l'équation universelle des plaies: qui est analo- 
ÿ gue à l'équation universelle de la ligne élastique d'une 
poutre. 


$ 67. Flexion des plaques rectangulaires 


Le problème du calcul des plaques à contours 
rectangulaires est bien plus difficile que celui des 
plaques symétriques circulaires. Ceci résulte avant 
tout de ce que les flèches et les contraintes d’une pla- 
que non symétrique sont déterminées par des fonctions 
a e deux variables indépendantes au lieu d’une seule 

Fig. 334 variable. Pour une plaque rectangulaire (fig. 334) on 

g: prend habituellement pour variables les coordonnées 2 

et y d'un système rectangulaire. L'équation 

différentielle d'une plaque non circulaire est une équation aux dérivées partielles 

dont la solution est donnée habituellement par une série. Ne uous arrétant pas 

à ce problème. nous donnerons ici seulement quelques résultats définitifs de la 
théorie des plaques rectangulaires. 7 

Si la plaque s'appuie librement sur ses quatre côtés et est soumise à uue 
pression uniformément répartie p, la flèche maximum a lieu au point z = y = (! 
(fig. 334) et est égale à | 


«| 


4 
Wmax = QG __… , 


b 
où a est la largeur de la plaque. & un coefficient dépendant du rapport : 


$ 68] flexion d'une enveloppe cylindrique 329 


Les moments fléchissants maxima M, et M, par unité de longueur de section 
ont lieu au même point et sont égaux à: 


ME = Bpa?, 
MIX = ypat, : 
Les coefficients &, 8 et y pour quelques valeurs de— et p = 0,3sont 


donnés dans le tableau 7. 
Tableau 7 


che 1,4 1,6 | 1,8 
a 


ts 


“las 


a |0,0433|0,0616| 0,0770| 0,0906] 0,1017] 0,1106| 0,1336| 0,1400/0,1416/0,1422 
B |0.0479| 0,0626] 0,0753| 0,0862| 0,0948| 0,1017| 0,1189|0,123510,1246/0,1250 
Y _|0,0479/0,0501] 0,0506| 0,0493] 0,0479] 0,0464] 0,0404] 0,038410,0375/0,0375 


Si la plaque est encastrée sur tout son périmètre, la flèche maximum 
a lieu, comme auparavant, au centre de la plaque: 


(] 
Wmax =! 5 . 


Le moment fléchissant maximum se produit dans les milieux des lon- 
_ et y=0: 

M3" = Bipat. 

Les coefficients «; et B, pour quelques valeurs de > et u=0.3 sont 


gueurs, c'est-à-dire pour z=+ 


donnés dans le tableau 8. 
Tableau 8 


æ | 0,0138 | 0,0199 | 0,0240 | 0,0264 | 0,0277 | 0,0284 
Bi 0,0513 | 0,0665 | 0,0757 | 0,0817 | 0,0829 | 0,0838 


$ 68. Flexion d’une enveloppe cylindrique chargée 
symétriquement 


Nous avons considéré les cas de traction des enveloppes sans 
flexion (théorie de membrane) et la flexion des plaques sans trac- 
tion. Arrêtons-nous maintenant au cas plus général où l'on a dans 
les sections de l'enveloppe des moments fléchissants et des forces 
normales. 
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Envisageons le problème de la détermination des contraintes 
dans un cylindre à paroi mince symétriquement chargé. Ce problème 
se résout avec les mêmes hypothèses que le problème de la flexion 


Fig. 335 Fig. 336 


des plaques, c’est-à-dire qu'on suppose que la normale est invariable 
et que les couches de l'enveloppe ne sont pas comprimées les unes 
contre les autres. 

Un cylindre circulaire à paroi mince de rayon R et d'épaisseur 
constante hk est soumis’ à une certaine charge à symétrie axiale 

ÿ (fig. 335). Les déformations et les con- 
traintes naissant dans l'enveloppe jouis- 
sent également de symétrie axiale et le 
cylindre déformé est un corps de révolu- 
tion. La forme de ce corps est complè- 
tement déterminée par la forme courbée 
de la génératrice. 

Soient w le déplacement radial et à 
l’angle formé par la tangente à la généra- 
trice de la surface moyenne du cylindre 
(fig. 336). On a 

duw 
7 “Ù. (10.29) 

Nous compterons le déplacement w 
vers l'extérieur. 

L'allongement relatif 8, du segment 
AB (fig. 337) situé à la distance z 
de la surface moyenne est constitué de deux termes: de l’allonge- 
ment æe, de la surface moyenne et de l'allongement résultant 
de l'incurvation de la génératrice du cylindre. Le dernier terme 
s'écrit 


Fig. 337 


dô 


&° 
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L'allongement total de la couche AB est : 
es t+22. (40.30) 
L'allongement circonférentiel est : 


=. (10.31) 


Il correspond à ces allongements des contraintes 0, et ©,, qui 
leur sont liées par la loi de Hooke: 


E 
Ox = TE (ex+ uey), 


E 
SU REE er: (ey + Hex)s 


ou, en vertu des expressions (10.30) et (10.31), 


E w dù 
œ-nulerhr tee]. (10.32) 
__E vus 07 | 
= ps [ue + + ns z l° 


On a dans les sections du cylindre (aussi bien axiales que droites) 
des moments fléchissants et des forces normales. I1s sont déterminés 


en fonction des contraintes a, et o,. de la même façon que pour la 
plaque circulaire. 


Fig. 338 


Considérons un élément de l'enveloppe cylindrique de dimensions 
dx et dy (fig. 338). Les forces normales aux éléments k dy et h dx rappor- 
tées à l'unité d'arc de section sont : 
+3 + 
PE ( csdekglem. Ty= i 0y dzkgi/cm. 
k 


17 
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Déterminons dans ces mêmes sections les moments fléchissants 
h h 
+ # 


M; ( 02 dz kgf-cm/cm, My= | oz dz kgf-cm/cm. 
h 


3 _ 


mi 


Tenant compte des expressions (10.29) et (10.32), on détermine les 


forces T, et 7°, et les moments M, et M, en fonction du déplace- 
ment w: 


Tee (+4) , 


10.33) 
Eh w ( 
Ty —1=pE (+ + Heo) , 
M,=DE, M,=nDÉ, (10.34) 
où, comme avant, 
p=-_£#" 
7 12(1—u?) © 


Considérons maintenant les équations d'équilibre. Envisageons 
à nouveau l'élément d’enveloppe cylindrique de dimensions h dr dy 


Fig. 339 


et appliquons à ses faces des forces résultantes et des moments résul- 
tants égaux à 7. T,, M, et M, multipliés respectivement par dy 
et dx (fig. 339). À part les quatre facteurs de force énumérés, appli- 
quons un effort tranchant Q dy. Les sollicitations extérieures sont 
caractérisées par la pression p = p (x). 
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Lorsqu'on passe de la face x à la face x + dx, les forces s'accrois- 
sent de quantités correspondantes. Dans les sections axiales, en vertu 
des propriétés de symétrie, les facteurs de force restent les mêmes. 

Projetant toutes les forces sur l'axe du cylindre, on a: 


dT;=0, T,.=Cte. 


Cela signifie que la force axiale est déterminée par les conditions 
de charge du cylindre sur ses champs. On supposera dans ce qui 
suit que ces conditions sont données et que la force T, est connue. 

Projetant les forces sur le rayon, on obtient la deuxième équa- 
tion d'équilibre 


—Tydz À —dQ dy+ pdx dy=0, 


ou 
d T 
ep. (10.35) 
Enfin, on obtient la troisième équation d'équilibre en égalant 
à zéro la somme des moments de toutes les forces par rapport à la 
tangente à l'arc de la section normale (sur la fig. 339. l’axe y): 


Q dy dr —-dM, dy, 


Q=z. (10.36) 


Par raison de symétrie, les autres équations d'équilibre sont 
identiquement satisfaites quelles que soient les valeurs des efforts 
agissants. 

Transformons à présent les équations déduites. 

Eliminons e, des équations (10.33) et Q des équations (10.35) 
et (10.36). Il vient 


Fes nr (10.37) 


Enfin, si l'on se sert de la première expression (10.34) et éli- 
mine le moment fléchissant M,, on obtient une équation portant 
sur une inconnue, le déplacement vw: 


+ 4kto = R— His (10.38) 
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ou 
Eh  12(—p?) 
4h = = CH. (10.39) 


Si l'équation (10.38) est résolue et la fonction w trouvée, on 
déduit des équations (10.34) les moments M, et M,, de l'équation 
(10.37) la quantité T,, et l'équation (10. ‘36) détermine l'effort 
tranchant 


dS3w 
Q=D%. (10.40) 


Les contraintes mess sont déterminées par les expressions 
h 


(10.32) pour z2= ++ et 2= —: 


= [(e+n) + 


0x7 


ie +) +nis 


Eliminant dans ces dernières, à l'aide des expressions (10.33) et 
sic d2w dv 
(10.34), les quantités (o+n% R (ueo+ +) » mr Hors On 


}: 


trouve: 
Te 641, 
TS RÈ 
Ty 6M, (10.41) 


= + 


Par conséquent, les forces intérieures et, ensuite, les contraintes 
sont déterminées en fonction du déplacement w. 

En ce qui concerne l'équation (10.38), sa solution s'écrit sous 
la forme : 


w = e**(C; sin kz+ C,cos kz) Let** (C;sin kx + C, cos kxz) +w”, 
(10.42) 


w* élant une solution particulière déterminée en fonction de la loi 
de variation de p le long de la génératrice. 


Voyons l'application des formules établies sur l'exemple suivant. 


Exemple 10.9. Un tube cylindrique long ayant à son extrémité une 
bride rigide est soumis à une pression intérieure (ig. 340). On demande de 
déterminer les contraintes de flexion dans le voisinage de la bride. 

Nous supposerons que la force de traction axiale T, est nulle. Comme lu 
pression p ne dépend pas de z. on a une solution particulière de l'équation 
(10.38) sous la forme : 


= 
—4MD 
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Substituons w* dans l'expression (10.42) 


w=e-kx (C, sin kz+ C, cos kz)+ e*kx (Ca sin kr + Cy cos ka) + pp . 


Poux x suffisamment grand, le déplacement w doit être évidemment une 
quantité constante. Cette condition est manifestement contredite par la 
présence du terme 


ethx (C3 sin kz+ C4 cos kr) 


qui croît indéfiniment avec z. On lève facilement cette difficulté en posant 
Ca =2C; =<0. Alors, 


w=:ehx (C, sin kz-+ C2 COS kr) + 


Choisissons les constantes C, et C2 de telle manière que pour x--6, 


Fig. 340 


c'est-à-dire là où le cylindre interagit avec la bride rigide, le déplacement w 
.. __ dw . 
et l'angle de rotation soient nuls. On a alors: 


Dose Pr 
Ci=Ce= 5 
et 
BL E ink 
v=rapll—e Rx (sin kr + cos kz)]. 


sean ÿ : Eh 
Puisqu'en vertu de l'expression (10.39) 4N= LT, 


v= [1—e-kx (sin kz-+ cos kz)]. (10.43) 
Le graphique de cette fonction est représenté fig. 341. 
Pour x suffisamment grand la fonction w prend la valeur: 


, w= EE : (10.44) 


Il n'est pas difficile d'établir que 1 n'est pas autre chose que l'accroissement 
du rayon du cylindre lorsqu'il est librement Lendu circonferentiellement. En 
effet, lorsque le cylindre est chargé par une pression intérieure, comme on l'a 
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vu dans le chapitre précédent, il apparaît une contrainte circonférentielle 
©? = . 
L'allongement correspondant est 


R 


Pour déterminer l'accroissement du rayon du cylindre il faut multiplier 
e, par R. et l'on est conduit à l'expression (10.44). 


Fig. 341 


Partant de l'expression (10.43). il est facile d'observer à quelle distance 
le long de la génératrice se propage l'influence de l'encastrement à la bride. 
Si l'on se contente d'une précision de 5%, on peut dire que la zone d'influence 
s'étend à peu près jusqu'à la valeur de z pour laquelle la quantité 

erkx (sin kz + cos kz) 
est inférieure à 0,05: 
eRx (sin kz + cos kr) << 0,05. 
La somme sinkz-+cos kz ne dépasse pas 1,4. Par conséqu nt, 
erkx << 0,036, 
d'où 
kr > 3,3 
ou, en vertu de (10.39), 
> RE m2 VE. 
v 3(1—n)? 


Par conséquent, l'influence de la bride s'étend sur une longucur du cylindre 
égale à 2.7 V/Rh. En dehors de cette zone, on peut admettre avec une précision 


pratiquement suffisante que les contraintes sunt données par la formule de la 
théorie de membrane des enveloppes. 
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La quantité V/Rh est ordinairement petite par rapport à la longueur du 
cylindre, aussi les contraintes de flexion portent-elles un caractère local bien 
exprimé. Cette particularité de la distribution des contraintes au voisinage du 
bord est appelée effet de bord. 


d 
. Nous servant des formules (10.34) et (10.43), déterminons le moment flé- 
chissant M,: 
pR? 


Eh 
Rh 
M2=-— PI: 
* 2V34—p) 


L'épure de M4 est représentée fig. 341. Le moment fléchissant est maximum 
à l'encastrement 


M;x=2D 


kie-hx (cos kz— sin kr) 
ou 


e”kx (cos kz— sin kz). 


mrusx__  _PRh 
F  2V34—H 


Puisque T;—0, la contrainte méridienne ©, prend, en vertu de la for- 
mule (10.41), la valeur 


gmax PR __3 
5 hk V34-n 


La contrainte de flexion dans la direction du méridien est 1,82 fois plus 
grande que la contrainte de calcul par la théorie de membrane. Comme on le 


/ À 


DRE 
Q 


Fig. 342 Fig. 343 


R 
m1,82. 


voit, l'effet de bord conduit à une augmentation notable des contraintes maxi- 
ma. On est conduit à une augmentation plus brutale des contraintes à l'endroit 
de l'interaction de certaines enveloppes, il en est ainsi à l’endroit de la jonction 
du cylindre avec son fond sphérique de la fig. 342. Ici, comme il résulte des 


s 


calculs. à épaisseur égale des enveloppes, la contrainte équivalente locale est 


PR R 
Céquiv = 1 ,05 SR + . 


L'ordre de grandeur de cette contrainte est supérieur à celui de la théorie 
de membrane des enveloppes. 

Afin de réduire l'effet de bord, on fait des raccordements dans les zones 
d'interaction des enveloppes, comme on l’a montré, à titre d'exemple, fig. 343. 
Dans ce cas. les contraintes de flexion sont notablement réduites. D'après 


22—522 
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les calculs: 
Rx = 0, 522 À , 


valeur qui ne diverge pas notablement des contraintes données par la théorie 
de membrane. 

On ne déduira pas de ce qui précède que la théorie de membrane des envelop- 
pes est inapplicable lorsque l'enveloppe a un effet de bord. 11 a été dit plus haut 
que lorsqu'une enveloppe ne comporte pas de zones anguleuses ou des encastre- 
ments rigides de contour, la détermination des contraintes par la théorie de 
membrane est suffisamment précise pour tous les points de l'enveloppe. Lors- 
qu'on a des encastrements locaux, la thévrie de membrane est inopérante dans les 
zones où se manifeste l'effet do bord. mais les résultats sont tout à fait satisfai- 
sants aux autres points. 

De même. ce n’est pas toujours que les contraintes de flexion calculées 
plus haut doivent être considérées comme des contraintes de calcul. Le fait est 
que ces contraintes portent un caractère local bien exprimé. Or, on sait que 
pour des matériaux plastiques les surcontraintes brusques dans une région 
étroite lorsque la charge est statique n'altèrent pas notablement la capacité 
portante du système. Ainsi. dans le cas du tube cylindrique considéré, à l'endroit 
de l'interaction de la bride, il se produirait un gondolement plastique local 
du matériau si la pression augmentait, mais la capacité portonte du tube ne 
serait pas affectée. Mais si les contraintes générales données par la théorie de 
membrane dépassaient une valeur déterminée, le tube se gonflerait. puis se 
déchirerait. D'un autre côté, les contraintes locales ont une importance pour 
les matériaux fragiles ainsi. que dans le cas de charges variables dans le temps. 
Cette question fera l’objet d’un examen spécial au chap. XIII. 


Chapitre XI 


FLEXION ET TORSION DES BARRES 
À PAROIS MINCES 


$ 69. Principales particularités des barres à parois minces 


En constructions mécaniques, on a actuellement souvent recours 
à des constructions à parois minces assurant une grande rigidité et 
une grande résistance pour un poids relativement faible, Le caractère 
spécifique du calcul de ces constructions a engendré un schéma de 
calcul spécial: le schéma de la barre à parois minces. 

L'indice principal d'une barre à parois minces est représenté 
par Île rapport caractéristique de ses dimensions géométriques. 
Dans la section droite une des dimensions (l'épaisseur 6) est 
essentiellement plus petite que l’autre: la longueur du coutour s. 
Cette dernière. à son tour. est bien plus petite que la longueur de 
l'axe de la barre ! (fig. 344). Par conséquent. une barre à parois 
minces peut étre assimilée en l'occurrence à une enveloppe. 

Lors du calcul de résistance. un grand nombre d'éléments de 
construction de machines se réduisent au schéma des barres à parois 
minces. Ce sont. en premier lieu, les éléments de renforcement 
(fig. 345) des coques des avions et des fusées. Au schéma des barres 
à parois ue se réduisent les éléments constituant les châssis 
d'automobiles. les chariots des wagons et un grand nombre d'autres 
constructions soutenant des efforts. 

Les principes de la théorie des barres à parois minces ont été 
formulés par S. Timochenko. Cette théorie a reçu un développement 
complet et général dans les travaux de V. Vlassov. aussi l’appelle-t-on 
habituellement théorie de Vlassov. 

Une barre à parois minces conserve en tant que schéma de calcul 
les principales propriétés d'une barre ordinaire, et les formules 
précédemment déduites en relation avec la traction. la flexion et la 
torsion d'une barre subsistent en général pour les barres à parois 
minces. Ainsi, notamment, on a envisagé au chap. IT la torsion 
d'une barre à profil mince ouvert ou fermé. Les formules déduites 
se rapportent directement aux barres à parois minces et donnent les 


99% 
_— 
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valeurs des principales contraintes, lors de torsion. Exactement 
de la même manière s'applique aussi aux barres à parois minces la 


Fig. 345 


formule déduite précédemment pour la détermination des contraintes 
normales en flexion: 
O= Je ; 

Or, malgré sa parenté avec la barre, la barre à parois minces 
révèle, en vertu des rapports géométriques, des propriétés essentiel- 
lement différentes de celles des barres à sections pleines. Ainsi, 
notamment, le principe de Saint-Venant considéré plus haut ($ 8) ne 
s'applique pas toujours aux barres à parois minces. 


uniforme des contraintes 


VE de répartition non 


Fig. 346 


On a représenté à titre d'exemple sur la fig. 346 la traction d’une 
barre à parois minces et d’une barre pleine par une force P transmise 
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par un crochet rigide. On a hachuré la zone de répartition non uni- 
forme des contraintes dans la section de la barre tendue. Dans le cas 
de la barre pleine cette zone embrasse seulement une faible partie 
de sa longueur. Pour la barre à parois minces dans les cas analogues. 
les dimensions de cette zone sont d'un ordre de grandeur supérieur. 
Il se peut pratiquement que la répartition des contraintes soit non 


Fig. 347 Fig. 348 


uniforme dans toutes les sections de la barre. En d'autres termes. 
dans une barre à parois minces la profondeur de « pénétration » des 
particularités des bords le long de l’axe est essentiellement plus grande 
que dans une barre pleine. 

Ce qui vient d’être dit admet une interprétation physique simple. 
Chaque semelle de la section en double T subit une charge excentrée P/2 
(fig. 347). Si le profilé n’avait pas d'âme, les semelles fléchiraient in- 
dépendamment l'une de l’autre et l'action de chaque moment sur 
la semelle s’étendrait dans toute sa longueur. La question consiste 
dans le degré de rigidité de la liaison des semelles entre elles. Pour 
la section pleine cette liaison est très rigide et la non-uniformité 
de la répartition des contraintes dans la section droite est limitée 
à une région étroite. Pour la section mince la rigidité de la liaison 
est petite et la non-uniformité mentionnée « pénètre » beaucoup 
plus loin. Plus l'épaisseur de l’âme est faible, plus l'effet indiqué 
est marqué. 

On voit également (fig. 347) que la section ne reste pas plane 
pour le système de forces donné. On dit qu'ily a gauchissement de la 
section. En même temps, la section tourne par rapport à l'axe de la 
barre. Par conséquent, dans le cas de la traction peuvent apparaître 
des déplacements propres à la torsion. 
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Il y a également gauchissement lors de la torsion d'une barre 
à parois minces. Si l’on limite le gauchissement. par exemple en 
encastrant la barre à ses extrémités (fig. 348), il apparaît dans les 
sections droites des contraintes normales notables et la rigidité 
de la barre augmente sensiblement. Dans le cas des sections pleines 
cet effet s'exprime dans une bien moindre mesure et n'est pas pris 
en considération. 

En flexion simple, il apparaît dans les sections d’une barre à parois 
minces des contraintes tangentielles notables. Ces contraintes doi- 
vent être prises en considération lorsqu'on calcule la résistance de la 
barre. En général, l'évaluation comparative des contraintes norma- 
les et tangentielles o et t dans les sections droites d'une barre est 
foncièrement modifiée lorsqu'on passe d'une section pleine à un 
profil mince, et cette question exige une étude spéciale. 

Les particularités des barres à parois minces qui viennent d'être 
énumérées vont être examinées dans ce chapitre. Mais pour s'orienter 
dans les questions mentionnées, il faut. avant tout. introduire un 
certain nombre de nouvelles notions liées à la géométrie de la section. 


$ 70. Aire sectorielle 


Complétons les nt RE géométriques qui nous sont 
déjà connues (F. S.. Sy. Je, Ju, J'ry) par quelques autres. Ces gran- 
deurs caractérisent seulement les barres à parois minces et se déter- 
minent à partir de la notion d’aire sectorielle. 

Considérons la ligne moyenne du contour de la section droite 
(fig. 349). Choisissons sur ce contour une origine O des arcs s et 

d'un , pôle donné P menons deux rayons 
B jusqu'aux extrémités du segment élémen- 
P taire ds. 
Désignons par dw le double de l’aire du 
triangle PAB. Evidemment. 


dw = r ds, 
r étant la distance du pôle à la tangente au 


contour au point À. 
L'intégrale 


& 


w:= | rds cm? (11.1) 
(] 


Fig. 349 est appelée aire sectorielle. Ainsi, l'aire sec- 
torielle est le double de l’aire balayée par le 

rayon vecteur PA. le point À décrivant le contour de l’origine O 
jusqu'à un certain point d'abscisse curviligne s. Si le rayon vecteur 
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tourne dans le sens des aiguilles d'une montre, l'accroissement de 
l'aire do est affecté du signe plus. sinon du signe moins. 

IL résulte de la définition donnée que l'aire sectorielle est une 
fonction de l'arc s et dépend de l'origine des arcs sur la courbe et de 
la position du pôle P. 


Fig. 350 


Une fois le pôle et l’origine des arcs donnés. on peut construire 
dans chaque cas concret l’épure de l'aire sectorielle. On convient 
de construire l’épure sur le contour de la section, reportant & sur la 
normale au contour. 

Soit à construire l’épure de w pour le contour représenté fig. 345),a. 
Le pôle P et l’origine O sont donnés. 

Dessinons le contour de la section (fig. 350. b) sur lequel sera 
érigée l'épure. Dans le cas considéré. le contour est constitué de 
portions rectilignes. Pour chaque portion r est constant. Comme il 
résulte de l'expression (11.1), dans ce cas w dépend linéairement des. 

Sur la portion 0, 1 le vecteur PA tourne dans le sens des aiguilles 
d'une montre. Ici l’épure w est affectée du signe plus: 


W= +as. 


Sur la portion 1, 2 le vecteur tourne dans le sens inverse des 
aiguilles d'une montre. Donc «@ décroit et prend au point 2 la 
valeur : 


oz: a —2a= — a. 


Sur la portion 2, 3 l'aire sectorielle croit de nouveau, puisque le 
ravon vecteur tourne dans le sens des aiguilles d'une montre. Au 
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point J 
= — ai+ 3a = + 2ai. 


On construit d'une manière analogue l'épure de « pour les portions 
situées de l'autre côté de l'origine O. 
Considérons encore des exemples de construction d'épures de w. 


Exem & le 11.1. Construire l’épure de l'aire sectorielle pour le contour 
considéré ci-dessus, le pôle P étant pris cette fois-ci sur le contour (fig. 351). 
Lorsque le rayon vecteur décrit la droite 
—-2a? contenant le pôle, on a w=0. Pour les autres 
— portions, © varie comme précédemment 

(fig. 351). 


Exemple 11.2 Construire l’épure 
de l'aire sectorielle d’un contour circulaire. 
Le pôle et l'origine des arcs sont indiqués sur 


a fig. 352. 
TE brimans r en fonction de l'angle au 
centre ÿ. Du quadrilatère PBDC on déduit 
r=2R cosb—R. 
Alors : 


LA 
dE | rds= Ra | (2cos p—1) dy. 
0 


w= R1(2 sin —9). 

On construit ensuite sur le contour cir- 
culaire (fig. 352,b) l'épure polaire de l'aire 
Fig. 351 is e en reportant w sur la normale au 

contour. 


Dans le cas où le contour est constitué de plusieurs branches 
(fig. 353), pour construire l’épure de l’aire sectorielle il faut aller 


Fig. 352 


jusqu’au bout de chaque branche et retourner ensuite au point de 
branchement. 
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Exprimons maintenant l'aire sectorielle en fonction des coordon- 
nées x, y du point du contour. Plaçons l'origine des coordonnées 
au pôle (fig. 354). 


Fig. 353 


Il est évident que, abstraction faite des infiniment petits d'ordre 
supérieur, l'élément d'aire sectorielle do est égal à la différence 
du double des aires des triangles PAC et PBC, c’est-à-dire que 

do = y dx — x dy. (11.2) 
En partant de cette relation, il est facile d'établir le lien entre l’aire 
sectorielle et la position du pôle. 


Oxy T 
Fig. 354 Fig. 355 


Supposons donnée l'aire sectorielle sur le segment d'arc Os par 
rapport au pôle P, (fig. 355). On demande de déterminer l'aire 
sectorielle par rapport au pôle P, de coordonnées a, b dans le système 
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d'axes z;,, y,. On a: 
s 


o(s)= Î (ua dr: — 2x dy). 
Mais 
To=Ti —Q, Ye = Ya — D, dx: - dx, dys = dy. 


Par conséquent, 


o2(s)-= Ÿ [Gi —5) des — (m1 — a) dyil, 


0 
W2 (S) == 64 (S) — b (71 — Toi) + a (Ys— Vos), 


z, et y, étant les coordonnées du point s. z,, et yo, les coordonnées 
du point O dans le système initial z,. y. 

Si l’on mesure les coordonnées des points © et Z dans un système 
quelconque de coordonnées x, y (fig. 355). on a: 


&2 (5) == @4 (s) — D (x — 0) + a (y — Vo), (11.3) 


w2 (s) étant l'aire sectorielle. le pôle étant P,, w, (s) l'aire sectorielle 
correspondant au pôle P,. x. y et x,. y, les coordonnées des points / 
et © dans le système d axes x, y. 

Par conséquent. il résulte de l'expression (11.3) que lorsqu'on 
déplace le pôle. l’aire sectorielle s'enrichit de nouveaux termes 
linéaires par rapport aux coordonnées z. y. 

Le changement de l'origine des arcs s (du point O) entraîne le 
changement de l’aire sectorielle en tous les points du contour d’une 
même quantité constante, puisqu'il entraîne le changement de la 
borne inférieure de l'intégrale (11.1). 


$ 71. Caractéristiques sectorielles et leur 
détermination 


Nous aurons dans la suite à nous servir des quatre caractéristi- 
ques géométriques intégrales des sections minces: 


[w dF cmi, [ so dF cmi, [vo dF cm, fo: dF cn. 
F F F F 


Lorsque l'épaisseur du contour à est constante. ces intégrales 
deviennent : 


Ô Î wds, à | ro ds, à Î yods, f w°? ds. 
É 


8 s L) 
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La première d’entre elles est appelée moment statique sectoriel, la 
deuxième et la troisième sont les moments linéiques sectoriels de l'aire 
et, enfin, la quatrième. le moment d'inertie sectoriel. On le désigne 
par Ju. 

Une fois l’épure de l’aire sectorielle construite. le calcul des 
caractéristiques indiquées ne contient pas de difficultés sérieuses. 


Fig. 356 


Ainsi, pour le contour circulaire de la fig. 356. l'aire sectorielle © 
a été définie ci-dessus en fonction de g sous la forme: 

© — R?(2 sin q — y). 
Alors, 


+r 
[ w dF -= R3à Î (2 sin ç —p) dy =0, 
F “x 
e +x 

| zo dF — RSà f cos ç (2 sin ç — œ) de = 0. 
F 


—7 
+a 

[ yo dF == RSd f sinq (2sinç—)dg-- 6, 
F 1 


Jo= w° dF = RSù f (2 sin q — }?dç == 27 (+ — 2) R°ù 
F —7 


Le fait que dans l'exemple donné la deuxième et la troisième carac- 
téristiques soient nulles sera interprété au $ 73. 

Si l’on change le pôle et l’origine des arcs. ainsi que les axes 
de coordonnées x, y. les caractéristiques sectorielles varient en 
général. 

Pour des contours constitués de segments de droites on peut sim- 
plifier le calcul des caractéristiques sectorielles au moyen de la 
méthode de Vercchtchaguine. 
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Exemple 11.3. On a construit l'épure de l'aire sectorielle pour la 
section représentée fig. 357,a, le pôle P et l'origine O étant donnés. On demande 
de déterminer les quatre caractéristiques sectorielles envisagées plus haut. 

La première caractéristique sectorielle est évidemment nulle, étant donné 
que les epures de w sont identiques pour les parties supérieure et inférieure et de 
signes contraires : 


[ odF =0. 
F 


Pour déterminer la deuxième et la troisième caractéristiques, construisons les 
épures de x et y, c'est-à-dire les lois de variation des distances des points du 
contour aux axes y et z (fig. 357,b et c). Puis faisons le produit des épures de w 
et de z et de y d'après le procédé de Verechtchaguine. 


NS AU <> 


Fig. 357 


Etant donné que l'épure de z est partout positive et que celle de w change 
de signe au passage de l'axe z, on a: 


ô f Hd 
8 


Faisant le produit des épures de w et y, on trouve f yods. Puis, on mul- 
L] 


tiplie le résultat déduit par Ô. On a alors: 
| yo dr À atë. 
F 


On détermine ensuite le moment d'inertie sectoriel J,,. On effectue à cet effet le 
roduit de l'épure w par elle-même et on multiplie le résultat obtenu encore une 
ois par Ô: 

Jy =4a50. À 
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$ 72. Contraintes tangentlelles des barres à 
parois minces en flexion simple 


Lorsqu'une barre à parois minces travaille en flexion simple, 
les contraintes normales © prédominent dans ses sections, et ce sont 
elles qui déterminent pour l'essentiel la résistance de la barre. Tou- 
tefois, ici, contrairement à une barre de section pleine, la grandeur 
et les lois de répartition des contraintes tangentielles acquièrent 
une importance primordiale. 


6 


Fig. 358 


Les contraintes tangentielles dans les sections droites d’une 
barre à parois minces sont déterminées selon le même principe que 
pour une barre pleine. 

La différence des forces normales pour un secteur élémentaire 
situé d’un côté de la section longitudinale (fig. 358) est équilibrée 
par les contraintes tangentielles +. Contrairement à une barre de 
section pleine, la coupe longitudinale d'une barre à parois minces 
doit être faite non pas par un plan parallèle à la couche neutre, 
mais par le plan AA normal à la ligne moyenne du contour (fig. 358). 
L'épaisseur 6 d’une telle section est minimum et les contraintes 
tangentielles dans cette section équilibrant la différence des forces 
normales sont plus grandes que dans les autres coupes longitudinales. 

Si l'on examine la déduction de la formule de Jourayski faite 
au $ 30. on aperçoit facilement que rien n’y change, si ce n’est que b 
est remplacé par ô. En définitive: 


__ 952 
T=- J,ô # (11.4) 


Dans cette formule, comme auparavant, Q est l’effort tranchant 
dans la section dirigé perpendiculairement à l'axe x. S% est le moment 
statique par rapport à l'axe x de la partie hachurée de la section 
(fig. 358). J, est le moment d'inertie de toute la section par rapport 
à l'axe principal x. 

Les contraintes tangentielles + sont supposées uniformément distri- 
buées dans l'épaisseur de la section 6. Îl apparaît dans la section 
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droite de la barre des contraintes conjuguées à t. Elles sont dirigées 
selon la tangente au contour (fig. 359). 

Si la direction de l'effort tranchant Q n'est pas confondue avec 
l'axe principal de la section. on a. évidemment. 

QuSz  OxSy 

= > 7 5 

=" rs + T6 ? (11.5) 

Q> el Q, étant les composantes de 

l'effort tranchant sur les axes prin- 
cipaux z et y. 

Exemple11.1. Trouver la loi de 
distribution des contraintes tangentielles 
du profil en forme de U (fig. 360) en 
flexion simple dans le plan vertical. 

Les dimensions étant celles du dessin, 


Te (u ++ 6b). 


Pour la partie horizontale de longueur s 
(fig. 360) on a : 


5 h 

S? = Ôs. 

Par conséquent, pour cette partie horizontale, en vertu de la formule (11.4. 

60s 
= ——— 
hô (h+ 6b) 
et la contrainte tangentielle est proportionnelle à s. La même chose à lieu pour 
la partie horizontale inférieure. 


(11.6) 


_3@_ h+6b 
Tax =}hS h+6b 


Fig. 360 


Si L'on fait la coupe sur la portion de cloison verticale on a pour le moment 
statique de la partie de la section située au-dessus du niveau y: 


CEE (on : Ru) 
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et 
ro $ 
60 (oi+— — n°) 
TR 0 (h + 66) 


Ici les contraintes tangentielles sont fonction quadratique de y. 


On a représenté fig. 360 l'épure de la répartition des contraintes tangentiel- 
les sur le contour. 


GTS 


Fig. 361 


Le signe de t ne varie pas le long du contour comme on le voit. Par consé- 
quent. la contrainte tangentielle trouvée conserve pour tous les points de la 


section une direction constante, c'est-à-dire qu'elle est dirigée soit du bord Z au 
hard 2, sait de 2 à 7. selon le signe de l'effort tranchant (fi. 361). 


Exemple 11.5. Trouver la loi de répartition des contraintes tangen- 
tielles dans le profil circulaire ouvert en flexion dans le plan perpendiculaire 
à l'axe de symetrie (fig. 362). 

Le moment d'inertie de la section par rapport à l'axe r est: 


x = 1R30. 
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Le moment statique de la partie hachurée de la section est donné par 
l'intégrale : 


x 
St—=ù R? sin 4 dp = R26 (1 + cos y). 
9 


En conséquence, 


T= _. (1+ cos y), 


après quoi l’épure de + peut être construite (fig. 362). 


$ 73. Centre de flexion 


Un système de forces dans le plan d'une section peut être réduit 
en tout point du plan, en vertu des lois de l4 mécanique. à une force 
résultante et à un moment. 

La grandeur de la résultante ne dépend pas du point d'applica- 
tion et est égale dans tous les cas à l'effort tranchant Q. On peut 


La 


Fig. 363 


s'en convaincre ne serait-ce que sur l'exemple du profil circulaire 
ouvert envisagé de la fig. 362. Ici, la projection de la résultante des 
forces tangentielles sur l’axe y est donnée par l'intégrale: 


+A 
frosçar=£ ( (1 + cos y) cos p dr, 
F a 


qui est égale à Q, comme on l’établit facilement. Il en est de même 

de l'exemple du profil en U examiné plus haut et. en général, de tout 
rofil. 

: En ce qui concerne le moment résultant dans la section, il dépend 

en premier lieu du point de réduction des forces. Ainsi, pour le même 

profil circulaire ouvert, le moment des forces tangentielles par rap- 

port au centre du cercle (fig. 363) est : 


+x 
M= ( cRaF= À [ (14008 9) dy = 20R. 
1 
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Lorsqu'on change de point, le moment varie évidemment de Qa, 
a étant la distance du premier point au second. Ainsi, si l’on réduit 
les forces au point À (fig. 363, c), on a: 


Ma=Mo—QR=QR. 


IL existe un point par rapport auquel le moment des forces tangen- 
tielles dans la section en flexion simple est nul. C’est le centre de 


Fig. 364 


flexion. Dans l'exemple envisagé le centre de flexion se trouve à la 
distance 2R du centre du cercle (fig. 363, d). 
Pour le profil en forme de U (fig. 364) on a au point À: 


b 
Ma=2% | rôds. 
0 
En vertu de (11.6), il vient après intégration : 
3b3 
Ma=Q h + 66 ” 


On en déduit que le centre de flexion se trouve à la distance —— 


de la ligne moyenne de la paroi (fig. 364). 

Pour les sections possédant deux axes de symétrie le centre de 
flexion coïncide, évidemment, avec le centre de gravité. 

Dans certains cas simples, la position du centre de flexion peut 
être indiquée sans calculs. Ainsi. pour le profilé en forme de T et 
la cornière de la fig. 365 le centre de flexion se trouve au point d'inter- 
section de la ligne moyenne de la branche verticale et de la semelle. 
Le moment des forces tangentielles par rapport à ce point est tou- 
jours nul. 


Es 


23—522 
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11 résulte de tout l'exposé ci-dessus que la figure de répartition 
des forces tangentielles dans la section d'une barre à parois minces 
en flexion simple n'a lieu que dans des conditions déterminées d'ap- 
plication des forces extérieures. Ainsi, pour la barre à parois minces 


i 


icentre de tlextun 
Fig. 365 
à profil circulaire ouvert (fig. 366) le moment des forces dans la 


section draite par rapport à l'axe z’ est nul (le centre de flexion est 
en C). Il est évident que les forces extérieures aussi doivent donner 


Fig. 366 


un moment nul par rapport à cet axe. Sinon, on a eu outre dans la 
section droite un champ de contraintes tangentielles donnant un 
moment par rapport à l'axe z'égal au moment des forces extérieures. 

Par conséquent. si la résultante des forces extérieures ne passe 
pas par l'axe =”, la flexion simple d’une barre à parois minces a lieu 
avec torsion. Ainsi, la même barre encastrée à une extrémité et 
sollicitée par son poids propre de pesanteur (fig. 367) se lord. Le 
moment de torsion à l’encastrement est: 

Miors = Q-2R =ql-.2R. 

Les contraintes tangentielles de torsion supplémentaires sont répar- 
ties dans la section d’après les lois des profils ouverts. On a alors: 


qmax — AMiors _, 4! 


tors _ O2s no: ? 


{cf. formule (2.28) $ 241. 
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On a une image analogue lors de la flexion d'une barre à parois 
minces de profil quelconque pourvu que la résultante des forces 


extéricures ne passe pas dans la section par le centre de flexion 
(fig. 68). 


Soit à présent à déterminer le centre de flexion dans le cas géné- 
ral d’un profil mince non symétrique (fig. 369). 


Fig. 368 


Prenons le moment des forces tangentielles par rapport à un 
certain point /: 


Mh= f tôr ds. 
FA 
Le produit r ds est la différentielle de l'aire sectorielle dw. Par 
conséquent : 


Mp= ( rô dw. 
F 


356 Flezion et torsion des barres à parois minces [ch. XI 
Eliminons + au moyen de l'équation (11.5): 
Mp= y Lfsert se _ (11.7) 


Intégrons par parties la première des deux intégrales : 
[sd IF = Stwfi— | PE war, 
F 


les indices s, et s, signifiant que la quantité S*w appartient aux 
points 7 et 2 (fig. 369). 


Fig. 369 Fig. 370 


Rappeluns que S% est le moment statique de la partie de la 
section par rapport à l'axe x, 


= jee 


Pour le point Z l'aire de la partie hachurée est nulle et S?—0. 
Au point 2, c’est à-dire pour foute la section, cette quantité s’an- 
nule, puisque l'axe x est central. Donc Siwf?—0. 11 est ensuite 
évident que 

dS? 

P TA =, 


et l'intégrale considérée ee 
| St dF=— [ yodF. 
Fr 


On transforme d'une manière analogue la deuxième intégrale 
dans (11.7). 
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En définitive : 


Si le point P coïncide avec le centre de flexion, le moment M» 
est nul quels que soient Q. et Q,. Il ne peut en être ainsi que si l'on 
a séparément : 


{ vo ar=0 et [ zwdr=0. (11.8) 
F F 


Par conséquent, les deux caractéristiques sectorielles mentionnées 
par rapport aux axes principaux centraux et au pôle, coïncidant 
avec le centre de flexion, sont nulles. Le choix de l’origine pour le 
calcul de w ne joue aucun rôle. Lorsqu'on change d'origine, l'aire 
sectorielle varie d’une constante, et les conditions (11.8) ne sont 
pas altérées. 

Le centre de flexion se détermine pratiquement comme suit. 

Construisons l’épure de l’aire sectorielle w’ pour un pâle quel- 
conque P” (fig. 370). Supposons ensuite que les différences des coor- 
données entre le centre de flexion C et le pôle P’ soient égales à x. et ye. 

En vertu de la formule (11.3) 


& =" — Ye (TZ — To) + Te (Y — Yo)- 
Alors, la première des expressions (11.8) donne: 
( yo’ dF — y. | ay dFLyTo f ydF+r Î ÿ dF— re { ydF-—0 
F F F F F 
Comme les axes z et y sont principaux et centraux, on a: 
f zydF =0, } ydF=0, | ydF=J., 
F 


A 
et il vient: 


| yo’ dF +], =0. 


On transforme d'une manière analogue la seconde expression (11.8). 
En définitive : 


— [ yo’ dF { zw' dr 
Le=— 7 —; Cr EE (11.9) 


Exemple 11.6. Déterminons le centre de flexion pour le profil mince 
rectangulaire avec une fente dans l'angle inférieur gauche (fig. 371.0). 
Les axes principaux centraux sont dans ce cas parallèles aux côtés du rec- 
tangle. On calcule facilement : 
10 7 
Jx=z ad, Jy= ad. 


6 
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Afin de simplifier au maximum l'épure de w’. plaçons le pôle P° dans l’an- 
gle supérieur droit de la section. Puis, construisons les épures de w°, z et y 


El 


(fig. 471.h.e.d). Faisant le produit des épures, on trouve: 


, 1 0 a 1 Fe a D 
f zoo dF-ù [ 228.205 — 248.0. | Dr Lt 
F 

; RS RL ER 1 
| yw’ dF = Ô [2082552080] = — 7 046. 


D'après la formule (11.9) 
1 . 
= +54 KT 


On reporte les seywments re et y. selon Îles axes principaux à partir du pôle 
P' (fig. 371.n. 


$ 74. Gauchissement des sections droites d’une 
barre à parois minces travaillant en torsion 


La question de la torsion des barres à parois minces à profils 
fermés et ouverts a élé examinée au chap. II. Seules ont été déterrmni- 
nées alors les contraintes tangentielles dans les sections droites. 
Arrélons-nous à présent à quelques particularités supplémentaires 
dues à l'apparition de contraintes normales dans les sections droites 
d’une barre en torsion. 

L'analyse proposée part de l'hypothèse de la rigidité du contour. 
c'est-à-dire on suppose que le contour de la section droite con- 
serve sa forme lors de la torsion de la harre. Si. par exemple. la 
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section était circulaire, elle devrait rester circulaire; si celle était 
rectangulaire, elle restera telle. En même temps, les points de la 
section se déplacent différemment le long de l’axe de la barre. 

Envisageons la torsion d’une barre à profil ouvert (fig. 372). 
Supposons que lors de la torsion de la barre les sections droites 
tournent par rapport à un certain point immobile O, que nous appel- 
lerons centre de torsion. 


Fig. 372 


L'angle de glissement y dans l'élément de surface ABCD est 
déterminé par la somme des angles «& et f: 
v=a+$. 
Déterminons séparément ces termes. 
On voit sur la figure que 
_ A4 
7 dz 
Or, 
AA'-=r dy. 


r étant la distance du centre de torsion à la tangente au contour 
au point À, dœp l'angle de rotation réciproque de deux sections 
voisines. 

Alors, 


__rdg 
a= 7-10. 


Désignant par w les déplacements des points de la section selon 
l'axe 3. on a: 
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Par conséquent, . 
na Er 
Conformément à la loi de Hooke, on peut écrire : 
du = (5-1) ds. (11.10) 


Sur la ligne moyenne du contour ouvert en torsion t = 0. Alors, 


dw= —6r ds= —06 do, 
ou 


w= —0 [= — Bo. (41.11) 


Par conséquent, le gauchissement de la section d'une barre 
à parois minces obéit le long du contour à la loi de variation de 
l’aire sectorielle. 

Les déplacements trouvés w (11.11) ne sont pas entièrement déter- 
minés, étant donné que l'aire sectorielle dépend de l'origine de 
l'arc s et de la position du pôle. Lorsqu'on change l'origine des arcs. 
w (et, par conséquent, w) change d'une quantité constante. Lorsqu'on 
change de pôle, w varie de quantités linéaires par rapport aux coor- 
données x et y. Les changements indiqués correspondent au dépla- 
cement parallèle du plan de la section comme un tout rigide le long 
de l’axe et à sa rotation par rapport aux axes x et y. En ce qui con- 
cerne la déformation du plan de la section, la formule (11.11) la 
détermine complètement. 

Considérant l'expression (11.11), on voit de même que le gauchis- 
sement est proportionnel à l’angle de torsion. Si 8 varie le long de 
l'axe z, w varie en conséquence. Si l’on restreint le gauchissement 
en imposant des liaisons, l'angle de torsion s'en trouve limité. 

Lorsque le gauchissement est variable le long de l'axe z, des 
contraintes normales apparaissent dans les sections droites de la 
barre. En effet, on a pour un certain segment AB de longueur dz 
(fig. 373): 


_ d de 
ER de VX 
Ceci étant, ie 


L'apparition de contraintes normales variables le long de l'axe z 
engendre inévitablement des contraintes tangentielles secondaires +, 
dans la section droite de la barre. Les contraintes t, sont détermi- 
nées de la même façon que pour la flexion simple d’une barre. 
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On déduit des conditions d'équilibre de la partie coupée de la 
barre à parois minces (fig. 374): 


ou, compte tenu de l'expression (11.12), 
mh=ES | war. (11.3) 
Fe 
Les contraintes tangentielles secondaires t, dans l'épaisseur du 


profil sont réparties uniformément sur la ligne moyenne de la section 
et, à l'encontre des contraintes fondamentales +, ne s’annulent pas. 


Fig. 373 


Le résultat déduit déroge à l'hypothèse formulée auparavant 
que les contraintes tangentielles sont nulles sur le contour [cf. for- 
mules (11.10) et (11.11)1. Par conséquent, l’angle de torsion 6 étant 


Fig. 374 


variable, la loi de variation réelle de w dans la section se distingue 
de la loi d’aire sectorielle. Toutefois, ceci n’influe pas tant soit 
peu sur les relations fondamentales, et les expressions déduites 
déterminent avec une précision suffisante les grandeurs des con- 
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traintes normales et des contraintes tangentielles secondaires lors- 
que 0 est variable. 

Il est facile de distinguer dans ce qui à été dit une analogie avec 
la flexion pure et la flexion simple. En flexion simple les contrain- 
tes normales étaient déterminées dans l'hypothèse que les sections 
droites, ainsi qu’en flexion pure, ne se courbent pas. Par la suite, 
en fonction des contraintes normales étaient déterminées les con- 
traintes tangentielles, dont l'existence contredit l'hypothèse initiale 
sur les sections droites planes. La contradiction trouvée, ainsi que 
dans le cas donné, ne conduit pas, cependant, à des erreurs quanti- 
tatives notables. 


$ 75. Torsion gônée des barres à parois minces 
à profil ouvert 


Appliquons les relations obtenues au cas de la torsion gènée 

. . a La %. . . . * . 
On dit que la torsion est gènée lorsqu'il y a interdiction du gauchis- 
sement des sections. Ainsi, pour la barre à parois minces (fig. 375) 


Fig. 375 


encastrée à une de ses extrémités. les déplacements & sont nuls pour 
tous les points de la section à l’encastrement. Au fur et à mesure 
qu'on s'éloigne de cette section le gauchissement et l'angle de tor- 
sion croissent. 

Les contraintes normales dans la section forment un système de 
forces auto-équilibré. Les moments fléchissants par rapport aux 
axes x et y et la force normale sont nuls. c’est-à-dire que: 


[oy dF=0, jee 0; j o4f -0. 
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ou, en vertu de (11.12): 
Sy ar =0, [ozdr 0, (11.44) 
F F 


f odF=0. (11.15) 
F 


L'aire sectorielle w est déterminée ici par rapport au centre de 
torsion. Par conséquent. il résulte des deux premières expressions 
qu’en torsion gênée le centre de torsion coïncide avec le centre de 
flexion. 

Construisant l’épure de w. il faut choisir l'origine des arcs s de 
manière à ce que soit observée la condition (11.15). Pour un profil 
symétrique, il est évident que l’origine doit se trouver sur l'axe 
de symétrie. Dans le cas général, il conviendra de construire d’abord 
l’épure de w, pour une origine arbitraire. Alors, 


o = o9+C. 
Puis. en vertu de Ia condition (11.15), 
| w dF = Î wodF+CF=0, 
F F 
ce qui détermine la constante C, 
Î & dF 


C=———. (11.16) 


Il faut ajouter cette quantité aux valeurs de w, en tous les points 
du contour. Alors l’épure obtenue satisfera à la condition (11.15). 

L'épure de & construite lorsque le pôle est placé au centre de 
flexion et satisfaisant aux conditions (11.15) est appelée aire secto- 
rielle principale. 

Les contraintes tangenticlles forment dans la section un moment 
de torsion résultant que l’on peut considérer comme la somme 
de deux moments : 


Miors = Mi+ Mo. (11.17) 
Le premier terme est le moment résultant des contraintes tangen- 
tielles principales + (fig. 376,a). La grandeur de ces contraintes et 


Ja loi de leur répartition dans Ja section nous sont déjà connues 
(chap. IT). En vertu de la formule (2.26), 


M,=GJr0, (11.18) 


Jr étant la caractéristique géométrique déjà connue de la section 
(cf. $ 24). 
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Le second terme est le moment des contraintes tangentielles 
secondaires T (fig. 376,b): 


M:= ( tLôr ds = Î t:ô du, 
F F 


ou, en vertu de  . 


Fig. 376 


intégrant par parties, il vient : 


( 


Mais pour les points du contour J et 2 (fig. 376) [oar —=0. Donc, 
F 


” ] w° dF. 


M:= nues ee. 5 (11.19) 
L'expression (11.17) se ramène à présent à la forme: 
d?0 

GJr10 — EJ, d:3 == Mtors- 

Posant _ 
ET. = @?, (11.20) 

on ahtient en définitive l'équation différentielle de la torsion gênée: 

d' : M 

dE — «30 — TRE (11.21) 


Miors étant considéré comme une fonction connue de z. Résolvant 
J'équation, on a: 
0 —=C;sh az + C: ch az +0*, (11.22) 


0° étant une solution particulière de (11.21). 
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Exemple 11.7. Retournons au cas de la barre encastrée à une extré- 
mité (fig. 375). Ici 


Morse = M = Cte. 
Alors, à 
d?6 am 
NT Ha MENT 
On a une solution particulière de cette équation : 
ù 
Dar: 7° 
Par conséquent, 


6=C;shæ<+Cach a+ ; 


Les constantes C; et C2 sont déterminées par les conditions aux limites. 
Lorsque :=—0 on a pour le déplacement axial w—0. Par conséquent, pour 
z=0, l'angle 0=—0, ce qui résulte de la formule (11.11). Alors, 


m 
UE r-7 il 


Pour ==, la contrainte est nulle: o—0, ou, en vertu de l'expression 
(142), À_=0 et 


Ca ch al+ C2a sh al —0. 
En définitive: 


m 
6— GJz {1 +th al shaz—ch az]. 


Le déplacement angulaire maximum est 


l 
__ 1 
P= Î tr -5 28 + th ai] , (11.23) 


alors qu'en torsion pure (non gênée) : 


DIT: 
PSG 
Les contraintes normales maxima ont lieu à l’encastrement : 
dû EM 
0= —Ev—— Ésoe 07, ve le (11.24) 


Les moments composants M, et M2 dans une section quelconque sont les 
suivants: 
M,=GJ70 = (1+th x sh az —ch a), 


Mas= —EJ, a = —% (th œl sh æz—ch æz). 
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Passant aux calculs numériques, considérons une section en double T 
(fig. 477,2) de dimensions : 


h=-200 mm,  b:=100 mm, 6-10 mm, [=1 m. 


Où a de l'acier avec p -0,3, E =2-1098 kgf/em2. 


Pa rs 


pe 


Fig. 377 


Construisons l'épure de l'aire sectorielle principale (fig. 377,0) et par 
multiplication des épures déterminons la quantité J,, : 


1x 
d'; = b3h°6. 
En vertu de la formule (2.30) : 
Jr= 6 (2-}- y. 
Calculons @ (11.20) : 
4 Ô= (2b-4-h) 


1+h bSh= 


æ-1,75-10-3 _—. al=1,75. 


= 3,08. 1076 


L 


mm® 


A l’aide des tables des fonctions hyperboliques on trouve : 
1 0,9411 


F7 th al =- 155 = 0,537. 
L'expression (11.23) devient : 
M, 
— CIS 0,463. 


Dans l'exemple considéré, par suite de l'interdiction du gauchissement, 
le déplacement angulaire à l'extrémité de la barre est réduit de plus 
de moitié. 

Calculons par la formule (11.24) la contrainte normale maximum qui 
a licu au bord de la semelle à l’encastrement : 

ER bh 


Ï Omax | GR 4e atha/=161-.10-43%R kgf/cm2?. 
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Ici % doit être substitué en kgf-cm. Les contraintes tangentielles sont 
déterminées par les formules (2.31) et (11.13) 


___ à, £ ___ Me 
max Dh) , 2m ZT 6 


Le er ( f œdr) =# BD DL 7,5.10-0% kgfyem?. 
S 


Cette contrainte a lieu à la jointure de la semelle et de l'âme (voir 
l'épure de wdF sur la fig. sTc) ; 
À l'extrémité libre de la barre, c'est-à-dire pour z2=/, 
M,=0.6611%, M2—=0,3386X, 
Timax = 49,6-10-193H kuf/cm?, to max =2,9-10 4 kyf/cm?, 
Pour une torsion pure non génée on aurait : 


32 


Timax Eh =75-10-3)X kgf/cin?, 


Te max = UV. 


$ 76. Cas général de charge d’une barre à parois 
minces. Bimoment 


Dans le cas général de charge les déplacements axiaux w peuvent 
ètre représentés par l'expression suivante : 


Lg Que Qy — Du, 


Une Py et p, caractérisänt les déplacements et la rotation de la section 
comme un tout rigide, et la fonction w étant prise conformément 
à l’épure principale de l'aire sectorielle. 

Les contraintes normales dans la section sont: 


. du‘ (Se à dey dx dû ) 


CS EE Fe Done OU de dr LU (11.25) 


Multiplions cette expression successivement par dF, zdF, ydF. 
wdF et intégrons sur l'aire de la section droite. On. prendra alors 
en considération que les axes x et y sont principaux, et que l’épure 
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de « est l’épure de l’aire sectorielle principale : 


N=(odF=Eri®, 
F 


My= (ozdF=E7, 


ur 
F 
Man | oyaf 83. PE, 
B= | où dF=— Es, + . (11.26) 
F 


On a désigné ici par B une nouvelle caractéristique de force 
déterminée par l'expression (11.26) et appelée bimoment. Les dimen- 
sions du bimoment sont kgf-cm?. A l’encontre des facteurs de force 
déjà connus, le bimoment est un facteur auto-équilibré et ne peut 
être déterminé des conditions d'équilibre de la partie coupée. Ainsi, 
si on charge une barre en double T par quatre forces égales P (fig. 378), 
dans la section du champ le bimoment est 
égal, en vertu de (11.26), à 


4 
B = >» Po. 
4=1 


«w; étant la valeur de l'aire sectorielle 
pour le point d'application de la force 
P;, soit: 


B=4P = Pbh. 


Il n'apparaît alors dans les sections de la” 
barre ni force normale NV, ni moments 
fléchissants M, et M,. 

Eliminant de l'expression (11.25) les 
quantités wo, y et Px, on trouve: 


N M M, B 


Fig. 378 On connaît très bien les trois pre- 

miers termes de ce qui précède, et ils ne 

demandent pas à être expliqués. Quant au quatrième, il carac- 

térise les changements apportés aux lois linéaires de la répartition 

des contraintes par le gauchissement de la section. La mesure de 
force de ce gauchissement est donnée par le bimoment. 

Les contraintes tangentielles dans la section droite d'une barre 

dans le cas général de charge sont constituées par les contraintes 
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de la torsion pure: 


Miors 
Wr 
les contraintes tangentielles de la flexion simple {cf. formule (11.5)] 
et, enfin, les contraintes tangentielles secondaires +, (11.13) de la 
torsion gênée. 
Les déplacements de la barre sont liés aux moments fléchissants 
M, et M, par les relations usuelles: 


T = 


du M, 
da EJ,, * 
dv __ M, 
“di — EJ, ? 


u et v étant les déplacements de la ligne des centres de flexion des 
sections dans la direction des axes x et y. 

L'angle de torsion 6 est déterminé par l'équation (11.22) et 
dépend non seulement de la grandeur du moment de torsion, mais 
aussi du bimoment. 


Exemple 11.8 Envisageons le cas de charge d'une barre par un 
bimoment. comme on l'a montré fig. 378: 
L'équation (11.22) s'écrit dans ce cas: 


8=C;shaz+Cach az. 


On se donne à l'extrémité de la barre le bimoment B=Pbh, et on a, en 
vertu de (11.26), pour :=—0: 


d6 ____Pbh 
dz ET, 
par conséquent, 
Pbh 
An, 
Pour :=1{, le déplacement’est w—0 et l'angle 6—U. Alors, 
Cishal+Cachal=0, 
Déterminant C; et C2, on trouve: 
Pbh 
8— GET e [th œi ch œz—sh a]. 


Dans cet exemple, le cas le plus typique est celui où la longueur de la 
barre { est très grande. Alors tha!Æ1 et 
Pbh os 
CES Es Co 
Par conséquent, l'angle de torsion créé par le bimoment décroît pour une 
barre longue exponentiellement. La vitesse de la décroissance dépend de la 


quantité &. Voyons pour quelle valeur de = l'angle 8 constitue environ 5 % de 
sa valeur initiale. En d’autres termes, déterminons jusqu'où s'étend pratique- 


24—522 
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ment l'effet du bimoment le long de l'axe de la barre: 


Dans le cas particulier de la section en double T: 
à _3 (+) b5h? 
” 26 2b+h 


Plus l'épaisseur 6 est petite, plus loin s'étend l'effet du bimoment. Telle est l’une 
des caractéristiques distinguant les barres à parois minces des barres pleines, 


Fig. 379 


dont il a été question au & 69. On voit sur l'exemple considéré que dans le cas 
de traction ou de compression excentrées des barres à parois minces il faut tenir 
compte non seulement de la force normale et des moments fléchissants dans 
les sections. mais encore déterminer la grandeur du bimoment. Ainsi, pour une 
section en double T chargée par une force P excentrée (fig. 379,a), on a: 
h b bh 
N=P; Mx=P—; My=P—; B=P——. 

L'allongement de la barre est accompagné ici de flexion et, en outre, les sections 
subissent des déplacements angulaires propres à la torsion. 

Pour la section chargée par un couple de forces de la fig. 379.b on a aussi 
dans la section des champs un bimoment, dont la grandeur dépend de la distan- 
ce c: 


B=P:.ch. 
Par conséquent, si la position du plan d'action du moment extérieur ne jouait 


aucun rôle pour une barre de section pleine, pour les barres à parois minces il en 
va tout à fait autrement. 


Chapitre XII 


PRINCIPES DE CALCUL DES ÉLÉMENTS DE CONSTRUCTIONS 
TRAVAILLANT EN DEHORS DE LA LIMITE D'ÉLASTICITÉ 


$ 77. Particularités distinctives du calcul 
et schématisation du diagramme de traction 


Toutes les questions examinées jusqu'à présent se rapportaient 
au calcul des éléments de constructions travaillant dans les limites 
des déformations élastiques. Toutefois, les problèmes très divers qui 
surgissent en pratique s’écartent beaucoup du cadre délimité par 
la loi de Hooke et on est souvent forcé d'envisager des questions 
liées aux déformations plastiques des corps. S'y rapportent notam- 
ment les problèmes d'étude de certaines opérations technologiques, 
tels l’enroulement des ressorts et l’emboutissage de différents articles. 
On tient compte des déformations plastiques pour calculer les élé- 
ments fortement contraints de constructions du type coques de mo- 
teurs de fusées, etc. 

Lors de la résolution des problèmes de ce genre, la loi de Hooke 
ne joue plus et la proportionnalité entre les contraintes et les défor- 
mations est remplacée par une autre dépendance, plus complexe. 
déterminée par l'allure du diagramme de traction. Alors que dans 
les problèmes ordinaires, les déformations ne dépassent pas la gran- 
deur OA (fig. 380), dans un calcul avec des déformations plastiques 
une telle restriction est supprimée et la quantité € est essentielle- 

ment plus grande. Cependant, comme auparavant, elle est négli- 
geable par rapport à l'unité. On dit alors que le calcul est fait en 
admettant de petites déformations plastiques. Il va sans dire qu'on 
peut également poser la question du calcul dans les limites de gran- 
‘des déformations plastiques. sans les restreindre. On a de tels pro- 
blèmes, par exemple, lors de l'analyse d'opérations technologiques 
de forge et de presse. ainsi que de tréfilage. Toutefois. nous ne touehe- 
rons pas à ces problèmes. 

Etant donné que les déformations plastiques sont petites, le 
principe de l’invariabilité des dimensions initiales s'applique inté- 
gralement à la classe des problèmes envisagés dans ce chapitre ct, 
établissant les équations d'équilibre, on peut admettre que le système 
plastiquement déformé diffère peu du système non déformé. 


24% 


4 
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En ce qui concerne le second principe fondamental, c’est-à-dire 
le principe de l’indépendance des effets des forces, il est inapplicable 
dans notre cas. C’est ce qui est bien illustré par l'exemple de la 
fig. 381. Supposons qu'une barre soit chargée par des forces P, et 


P;,, la première étant assez grande pour produire des déformations 
plastiques dans la barre. On voit que les allongements sont diffé- 
rents selon que les forces sont appliquées dans l’ordre donné ou 
dans l'ordre inverse. 


Fig. 381 


Les dépendances entre les contraintes et les déformations pen- 
dant la charge et pendant la décharge ne coïncident pas. Ceci étant, 
on distingue la déformation active et la déformation passive de 
l'éprouvette. En déformation active la contrainte croît, et elle 
décroît en déformation passive. Par conséquent, la portion de dia- 
gramme OBC (fig. 380) correspond à la déformation active, et CF 
à la déformation passive. 

La déformation mesurée par le segment OD (fig. 380) peut être 
considérée comme la somme de la déformation purement plastique 
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irréversible OF et de la déformation élastique FD, qui disparaît en 
même temps que la charge. Par conséquent, la déformation de l'é- 
prouvette n’est ni purement plastique ni purement élastique. 

Pour de grandes charges, on peut dans certains cas négliger les 
déformations élastiques devant les déformations plastiques. Si les 
déformations plastiques et les déformations élastiques sont du même 
ordre de grandeur, on les appelle parfois des déformations élasto- 
plastiques. Ce terme est employé lorsque divers corps comportent 
des régions de déformations élastiques et des régions de déformations 
plastiques. 

Vu l'apparition de déformations plastiques dans une construction, 
la question des principes généraux de la conduite des calculs est 
très essentielle. Lors de déformations Plastiques, on ne peut, en 
général, utiliser la méthode de calcul d' après les contraintes admis- 
sibles. On juge alors de la validité d'une construction soit par la 
grandeur des déplacements engendrés, soit par la grandeur de la 
charge limite ou de rupture. 

Pour pouvoir introduire dans les formules la dépendance © = 
— f (e) obtenue par les essais du matériau, il faut schématiser le 
diagramme de traction. Lors de déformations élastiques, le diagram- 
me de traction peut être assimilé à un segment de droite dans l’in- 
tervalle OA (fig. 380), et on peut admettre avec un grand degré 
de précision que s est proportionnelle à e. Ainsi s'établit la loi 
de Hooke. 

La schématisation ultérieure des portions du diagramme se 
fait par différents procédés selon l'allure du diagramme et la méthode 
de résolution du problème concret. 

Lorsque le diagramme du matériau a un palier d'écoulement, 
tel est le cas des aciers doux, on peut approximativement assimiler 
le diagramme à deux segments de droite (fig. 382). La dépendance 
linéaire ordinaire joue jusqu’à la limite d’ écoulement, puis, lorsque 
la contrainte © devient égale à la limite d'écoulement o4+. la con- 
trainte ne dépend pas de la déformation: 


O = Cé,t- 


Il est clair que pour des allongements importants (cf. fig. 382) 
cette loi perd sa validité, de même que la loi de Hooke avait cessé 
de jouer auparavant. 

Le diagramme de la fig. 382 s'appelle diagramme de plasticité 
parfaite. 

On peut représenter également la dépendance entre © et e sous 
forme de deux droites dans le cas de certains diagrammes ne compor- 
tant pas de palier d'écoulement (fig. 383). 

Pour e<£e 

o=E£Ee, 
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pour 8 > &e 
O—06,: = D (E—&6), 


E et D étant les pentes des droites. 
La quantité D est habituellement bien plus petite que E. 
Les diagrammes de ce genre caractérisent essentiellement les 


aciers alliés. 
re 


Cr 


Fig. 382 Fig. 383 


Pour certains matériaux, tels les cuivres recuits, le diagramme 
ne présente pas de portion élastique nettement exprimée (fig. 384). 
Alors la courbe peut être représentée par la dépendance : 
e — A0”, 


A et n étant des constantes choisies de sorte que la dépendance 
dans l'intervalle de variation active de e soit la plus proche possible 
de la courbe expérimentalement établie. 


Fig. 384 


11 est essentiel de noter que la schématisation du diagramme 
dépend encore de la largeur des limites de variation des déformations 
dans le problème considéré. Ainsi, si les déformations attendues 
sont comprises dans les limites 0 < e << €, (fig. 385), il convien- 
dra de schématiser le diagramme par les droites OA et AB S'il faut 
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étudier le comportement du système pour des déformations dans des 
limites plus larges, par exemple dans les limites 0 < & < 28, le 
diagramme peut être schématisé par les droites OA et AC. 

Dans un certain nombre de cas, on peut négliger la déformation 
élastique en comparaison de la déformation plastique. Alors le 
diagramme de traction peut être schématisé par les droites OA et 
AB (fig. 386). Jusqu'à des contraintes ne dépassant pas la limite 


8 


Fig. 386 


d'écoulement le corps est considéré comme étant rigide, au-delà on 
le considère comme plastique. Un matériau possédant ces propriétés 
est dit rigide-plastique. 

La fonction représentant le diagramme de traction est toujours 
choisie en premier lieu selon la forme de la courbe. S'il apparaît 
par la suite que la fonction choisie conduit lors de la résolution d’un 
problème concret à de gros calculs, on choisit une nouvelle fonction 
de telle sorte que, d’une part, la précision de la représentation de la 
courbe ne soit pas affectée et que, d'autre part, la complexité des 
calculs ne soit pas excessive. 

Souvent au lieu de la dépendance analytique © = f (e) choisie 
on utilise des méthodes de résolution graphiques, graphico-analy- 
tiques ou numériques. Nous prendrons connaissance plus bas des 
plus simples de ces méthodes. 


$ 78. Contraintes et déplacements dans les systèmes 
de barres les plus simples en présence de déformations 
plastiques 


Envisageons quelques problèmes sur l'exemple desquels on peut voir les 
principales particularités de comportement des systèmes lors de déformations 
phaetique- Ces questions se résolvent le plus simplement pour les systèmes de 

arres. 


Exemple 12.1. Déterminer l'allongement absolu, dû au puis propre, 
d'un fil en cuivre recuit de longueur ! suspendu librement, dont le diagramme 
de traction est représenté fig. 387. La dépendance de l'allongement e en fonction 
de la contrainte © peut être représentée par la fonction : 

ea AON, 
Les constantes À et n sont données. 
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A la distance z du bout du fil: 
o= 
étant le poids spécifique du fil. 
; La déformation ps 
e= Aya. 


L'allongement absolu cherché se détermine en intégrant cette expression par 
rapport à la longueur du fil: 
ini 
n+1 

Exemple 12.2. Déterminer les efforts dans les barres et le déplacement 
du nœud À fie, 388,a) en fonction de la force P. Trouver également les con- 
traintes résiduelles *ppiraiant dans le système après avoir 6t6 chargé par la 


force P et déchargé. Le diagramme de traction du matériau possède une portion 
de plasticité parfaite (fig. 388,b). 


Le 


Fig. 387 


u 
Al= | AYnzn dz = Ayn 
0 


Pour de petites valeurs de la force P on a dans toutes les barres du systèine 
des déformations élastiques. Les efforts dans les barres se déterminent par les 


y 


Fig. 388 


méthodes usuelles de résolution de systèmes hyperstatiques. Puisqu'un tel pro- 
blème a été envisagé précédemment (cf. page 40), nous écrirons ici les valeurs 
des efforts dans les barres sans déduction: 


N= P cos 
17 1+F2cos a ? a2.1 
NE 


1+2cos3 & ? 
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Ni étant la force normale dans la barre extrême et N2 dans la barre moyenne. 
Le déplacement du point À est égal à l'allongement de la barre moyenne: 


Noa PI 1 


Ces dépendances subsistent jusqu'à l'apparition de déformations plastiques 
dans la barre moyenne, où la force normale est plus grande que dans les barres 
extrêmes. Cela.a lieu lorsque 


Na=06,1F (12.2) 
ou pour 
P=06, 17 (1+2 cos3 @). 


Puis la contrainte dans la barre moyenne reste invariable et est égale à 0, :. La 
force N2 ne varie pas non plus. Elle est égale à 04 .F. 


7 hôéer 
SGabe 74 
A 
p 
Fig. 389 


Les efforts dans les barres latérales se déterminent dans ce cas à partir des 
conditions d'équilibre du nœud (fig. 389). Ainsi, d'hyperstatique qu'il était. 
le système devient isostatique 


N P—04,1F 12 
17 2cosæ (Las) 
Le déplacement du puint À (fig. 389) est égal à _— ou 
6, = Nil _(P—5e, +9)! : 
4° EFcosta  2EFcosSa ‘ 


Puis les contraintes dans les barres latérales deviennent égales à la limite 
d'écoulement. 11 résulte de l'expression (12.3) que cela a lieu pour 


P=04, «F (+20cos a). 


. Alors le D devient un mécanisme puisque, la force P continuant à 
croître, la condition d'équilibre du système n'est pas observée. Comme il résulte 
du diagramme de traction, dans chaque barre A force normale ne peut être 
supérieure à gt et la composante verticale des trois forces est égale à 
C7 à (4 + 2 cos &) et reste constante. 


Par conséquent. il ne peut être appliqué au système de force supérieure à la 
valeur mentionnée. C'est une force limite pour le système donné. On l'appelle 
aussi parfois charge de GE Il est clair que l'appellation «charge destruc- 
tive» ne reflète pas complètement l'essence du phénomène. Si le diagratimue 
de traction réel pour des valeurs accrues de e présente une portion d'écrouissage 
il est possible qu’une force P supérieure à la force limite soit équilibrée par 
les forces internes. Toutefois. ceci a lieu pour des déplacements très notables et 
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des changements géométriques si considérables de la forme du système qu'on 
peut considérer que le système est détruit dans ces conditions. 

On a représenté fig. 390 la variation des efforts W, et N2, ainsi que des dépla- 
cements Ô, en fonction de la force P. 

Considérons à présent la question des contraintes résiduelles dans le système 
après la décharge. Il va sans dire qu'on a alors en vue une charge du système par 


1+2co8x 1+2c05@% 


êf 


Fig. 390 


des forces provoquant des déformations plastiques dans la barre moyenne, sinon 
on n'aurait pas de contrainte résiduelle lors de déformations élastiques pures. 
D'autre part, la chères doit être inférieure à la charge limite. 

Le processus de décharge équivaut à l'application d’une force extérieure 
de même intensité que la charge mais de signe contraire. Par conséquent, on peut 


# 


+ = 
p P 
Charge décharge 
Fig. 391 


considérer les contraintes résiduelles dans le système comme la somme algébri- 
que des contraintes résultant de l’application successive des forces de charge 
et des forces de décharge égales et LL ere 

Etant donné que le principe de l'indépendance des effets des forces est 
inapplicable dans notre cas, les forces de charge et de décharge doivent être 
appliquées seulement dans l'ordre direct (fig. 391). 

La déformation sc pers élastiquement pendant la décharge et le matériau 
obéit alors à la loi de Hooke. C'est pourquoi les efforts engendrés pendant la 
décharge sont déterminés par les expressions (12.1), alors que pendant la charge 
les efforts sont déterminés par les expressions (12.2) et (12.3). 
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Par conséquent. les efforts résiduels dans les barres s’écrivent: 


N _ Poe, _ Pcosa . 
1 résid”  2coœs a 1+2cos3 a ? 
P 


N2 résià = 6,1 — Zoo a : 


Dans ces expressions P représente la force jusqu'à laquelle on a ca Elle 
est comprise dans les limites entre le commencement de l'apparition des pre- 
mières déformations plastiques et la valeur de la charge limite: 


06, +4F (142 cos8 a) <P<0g, «F (+2 cos a). 


Les contraintes résiduelles sont auto-équilibrées, c'est-à-dire que le nœud 
des barres (fig. 392) doit rester en équilibre en l'absence de forces exté- 
rieures : 


2N 4 réssa C08 G + N2 résja = 0. 


Substituant ici les valeurs de sa 8t No rés1a: il est facile de s'assurer que 
les expressions déduites pour les forces satisfont à cette condition. 


W résid Marésid 

, € L'APP 
OéeF |GieF Fr 

sMrésid 


# A 


Fig. 392 


On a représenté fig. 392 le graphique de variation des forces résiduelles 
en fonction de la charge P. Dans la barre moyenne la force N, 444 est compres- 
sive. Dans les barres latérales les forces résiduelles sont extensives. 

Lorsqu'on recharge, le système se déforme élastiquement jusqu'à ce que la 
force de seconde charge soit égale à la force de la charge premiére. Si l’on conti- 
nue à augmenter la charge du système, on a dans les barres des déformations plas- 
tiques se conformant aux lois de charge initiale établies plus haut. 


Exemple 12.3. Analyser le travail de la barre à gradin fig. 393.a) 
lorsqu'on la charge par une force P. Le diagramme de traction est schématisé 
par deux droites (fig. 392,b) d'équations: 


o—=E£e pour Oo < Op } 


12.4 
o—0ç=D(e—es) pour oz. ne 
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On admet que le diagramme de compression coïncide avec le diagramme de 
traction. 


Pendant la première étape de la ch , alors que le matériau obéit à la 
loi de Hooke, les efforts dans la partie inférieure et dans la partie supérieure 


Le) 


€é )) 


Fig. 393 


se déterminent en résolvant comme à l'ordinaire les inconnues hyperstatiques. 
Comme 


et que les allongements sont identiques sur les tronçons AB et AC : 
Nac2  Nasl 
EF  2EF 
1 4 
on a Nac=--P, Nas=-P. (12.6) 


Le déplacement de la section À est : 


Nac2l  2Pi 
7 EF  5EF: 


Ces relations subsistent tant que la contrainte dans la partie inférieure n'a 
pas atteint la valeur o, pour 


Por. 


Ensuite la partie inférieure se déforme plastiquement et la ae supérieure 
élastiquement. L’équation (12.5) reste inchangée, et on transforme l’equation 
(12.6) en tenant compte de (12.4) : 


O—04 
+ (42.7) 


E= 


On a alors au lieu de l'équation (12.6): 


Nac2l 41 (Nas 
er (nr) +]. 
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Résolvant cette équation avec l'équation (12.5), on trouve: 


P—204F (1 —+) 


Nac= : 
144 
5 D (12.8) 
4P + 206F (1-7) 
E E 
Nan= D 
RE 


Zoer(-2 Présid 


la contrainte dans la région supérieure atteint la limite d'écoulement : 


D 
P=or(3+ 2—-). 
Pendant la troisième phase de la charge on a: 


2enc=le18 
ou, en vertu de l'expression (12.7), 


2[3 (Eau) (En) + 


Résolvons cette équation avec l'équation (12.5). 11 vient : 


hou D _4, 2 D 
Nac= P+ + 04F (1-+), Nan= + P— 04F (1-5). (12.9) 
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Le déplacement du point À dans la troisième phase est: 
21 P D 
da=2leic= 5 [+36 (1- +)] . 


La dépendance des efforts N,B et Nac et les déplacements 84 en fonction 


de la force P a été représentée fig. 394. On a représenté sur ce même graphique 
l'effort résiduel P,444 dans la barre après la décharge. Il est identique pour 


les deux tronçons et se détermine en retranchant de W,c [formules (12.8) et 
(12.9)] les efforts de décharge « élastique » 1/,P. 


$ 79. Flexion élastoplastique d’une barre 


Envisageons la flexion pure d’une barre rectiligne en présence de 
déformations plastiques. 

Nous admettrons pour la simplicité que la section droite de la 

barre possède deux axes de symétrie (fig. 395) et que les diagrammes 


b — 


ÿ 


Fig. 395 Fig. 396 


de traction et de compression du matériau sont identiques. Dans 
ces conditions, il esi évident que l’axe neutre coïncide avec l’axe de 
symétrie x (fig. 395). Nous ne donnerons pas le lien analytique entre 
la contrainte o et la déformation € et nous admettrons que le dia- 
gramme de traction est donné graphiquement (fig. 396). 
Supposons que pour la barre, comme à l'ordinaire, soit observée 
l'hypothèse des sections planes. On a alors (cf. page 131): 
e=} ” (12.10) 
p 
L étant la courbure de la ligne élastique de la barre courbée et y 


NS 


la distance à la ligne neutre. Le moment fléchissant dans la section 
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de la barre est: 


M= oyb dy. (12.41) 
F - 
Il est maintenant possible de déterminer graphico-analytiquement 


la courbure de la barre À en fonction du moment M , puis de trouver 


pour le moment donné les contraintes dans la barre. Le plus simple 
est de procéder comme suit. 


On se donne la courbure : et on trouve, en vertu de la formule 
(12.10), l'allongement maximum: 


Nous représentons à côté du dessin de la section droite le diagram- 
me de traction (fig. 397) et nous marquons sur le diagramme le 


Fig. 397 


point À correspondant à la valeur trouvée de e,:,. Cet allongement 
a lieu dans les couches les plus éloignées de la ligne neutre. C’est 
pourquoi l’on indique en face du point le plus haut de la section 
le segment 0’4’ et puis 0". Etant donné que les allongements sont 
répartis linéairement dans la hauteur, réunirons les points O" et 4° 
par une droite représentant l’épure des déformations dans la section. 

Construisons ensuite l’épure des contraintes. Pour une certaine 
valeur de y trouvons en fonction de l'allongement € (point B’) la 
contrainte © (point B). Reportant le segment BC sur l'épure, on 
obtient à droite le graphique de la répartition des contraintes dans 
la hauteur. Puis l’on construit le graphique du produit oyb dans 
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la hauteur. L'aire délimitée par la courbe obtenue donne, en vertu 
de l'expression (12.11), la grandeur du moment fléchissant. On 
trouve ainsi au moyen des opérations effectuées un point de la 


dépendance entre 1 et le moment M. Si l'on se donne une nouvelle 


valeur de la courbure, on peut, en répétant toutes les opérations 
indiquées, trouver une nouvelle valeur 

M du moment et déterminer par là même 
un second point de la relation cherchée 


entre 6 et M. 


Une fois la courbe cherchée cons- 
truite (fig. 398), on peut déterminer 
la courbure de la barre en se donnant 
le moment. On construit ensuite 
l’épure des contraintes pour la courbure 


1 
] L su correspondant au moment donné M. 


Fig. 398 Lors des constructions effectuées, 

il est facile également de détermi- 

ner les contraintes résiduelles conservées dans la barre après 
la décharge. On le fait par le procédé précédemment décrit 
de la sommation des contraintes de décharge et des contraintes 


£p:re de Epure des 
charge décharge contraintes 

: résiduelles 
Fig. 399 


engendrées pendant la charge. Dans le cas considéré les contraintes 

de décharge varient dans la section selon la loi linéaire: 

My 

Jr 

Superposant cette épure linéaire à l’épure des contraintes de ser- 

vice (fig. 399), on trouve l'épure des contraintes résiduelles. Il 

importe de noter que les contraintes déduites sont auto-équilibrées. 

Il n'apparaît dans la section ni force normale ni moment fléchissant. 
La détermination des contraintes dans la barre courbée se sim- 

plifie considérablement lorsque la largeur b est constante, c'est- 


Go = 
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à-dire lorsqu'on a une barre de section rectangulaire, et plus sim- 
plement encore lorsque le diagramme de traction possède en outre 
un palier d’écoulement. 

Envisageons ce dernier cas. On a une section rectangulaire de 
côtés b et hk et le diagramme de traction représenté fig. 400. 


; 
Se 


Fig. 400 


On établit facilement que la section droite de la barre se divise 
en deux zones: élastique et plastique. La quantité ye délimitant 
ces deux zones se déduit de l'expression (12.10): 


Ye = tp. (12.12) 


Lorsqu'on augmente le moment et, respectivement, la courbure, 
la quantité y« décroît. La zone élastique diminue. 

Le moment fléchissant dans la section est déterminé comme 
auparavant par l'expression (12.11), qui s'écrit dans notre cas: 


Décomposant l'intégrale sur les deux zones, il vient : 
h 


ve Z 
M = 2b | oy dy + 2b0 | y dy. 
ù A 


Comme on a sur la zone élastique : 
o=El, 
p 


25—522 
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on trouve après intégration : 
2, E h2 
M=-b— ya + boe Cr) . 


Eliminons ye dans cette dernière expression en se servant 
de (12.12) : 


o 
ye=ep= . 


Alors 7 ’ à 
b 
M=-roe—-rhis, 
d'où 
4. 00r 
Le = —. (12.13) 
P — bho,—M 


La courbure de la barre croît avec le moment 4 et devient infi- 
nie lorsque 


M=+ bhoe. (42.14) 


Alors p = 0 et y (12.12) s'’annule. Par conséquent, la section 
tout entière est envahie par la déformation plastique et l’épure 


Fig. 401 Fig. 402 


des contraintes dans la section droite de la barre est représentée 
par deux rectangles (fig. 401). La capacité portante de la barre 
se trouve épuisée et elle ne peut supporter une charge supérieure. 
Il est clair qu'en réalité la courbure de la barre ne peut devenir 
infinie, et il convient de considérer ce cas comme uu cas limite. 
L'applicabilité de la formule (12.13) est limitée par la gran- 
deur du moment M non seulement supérieurement, mais aussi 
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inférieurement. Pour les petites valeurs du moment, alors qu'il 
n'y a pas de zone plastique, la courbure se détermine par des for- 
mules déduites en supposant que la dépendance entre © et e est 
linéaire : à 
1 À A - 
SET ER (12.15) 


Cette relation est vraie tant que 


c'est-à-dire 
M <+ bo. 
La formule (12.14) convient pour : 


+ bios £<M< _ bh'os. 


On a représenté fig. 402 la courbure + en fonction du moment M. 


On peut déduire directement des expressions (12.13) et (12.15) 
la courbure résiduelle de la barre une fois déchargée : 


RS 
3 2M 
eV (18) 
Présid 7 bht0— M 


M étant la grandeur du moment pendant la charge. 

La courbure résiduelle peut être trouvée aussi graphiquement 
comme on a montré fig. 402. 

L’épure des contraintes résiduelles est une ligne brisée (fig. 403). 


On l'obtient en retranchant l’épure linéaire de décharge de l'épure 
de charge. 


25% 
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Les contraintes résiduelles maxima sont: 


: 6M . 12My4 
Orésid O6 pr»  Orésid = Oé—— Hs 


Exemple 12.4 Un ressort à boudin est obtenu par enroulement à 
froid sur un cylindre (fig. 404). Le fil étant de section rectangulaire, on demande 
de choisir le diamètre du cylindre D.» de sorte qu'après enroulement le dia- 
Dee nor d'une spire du ressort ait une valeur donnée à l'avance 
D = mm. 


Fig. 404 


La hauteur de la section du fil est h = 2,5 mn. 
6g=50 kgt/mmi, E —2-104 kgf/mm?. 
Supposant que l'angle d’enroulement de la spire soit petit, nous considé- 


rerons qu'une spire du ressort est plane. 
Par hypothèse, la courbure résiduelle de la spire est: 


Considérons l'expression (12.16). Dans cette expression le moment M 
nous est inconnu. Trouvons-le. Recopions à cet effet l'expression (12.16) 
sous la forme : 


(—<- 12, M_ Se 2-2) (5) 
Penat ôho, Eh) Va 60) 3 VER]! 


ou 
2 M 2/1 M 1 
+ ——— 12. 3 —_— —— | —— 6 
(25+ 555, 10-:) ( 55.) 3 10% 
La quantité = est comprise entre 1/6 et 1/4. On détermine en choisissant : 
[9 


1 M 
= 10-43 
7 — Eh, 0,485-10-4. 
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On trouve d'après la formule (12.13) le rayon de courbure du fil à l'état 


de charge : 
4 La, 
NÉ  , 
{ 
3 _ 
d'où 
p= 12,05 mm. 


Retranchant de cette quantité la moitié de l'épaisseur du fil, on trouve 
le rayon du cylindre d'enroulement : 


Pey1 = 12,05--1,25— 10,8 mm, 
Deyi — 21,6 mm. 


& 80. Torsion d’une barre de section droite circulaire 
en présence de déformations plastiques 


Pour l'étude d’une barre en torsion élastoplastique, il faut dis- 
poser du diagramme de cisaillement du matériau, c'est-à-dire de 
l'angle de glissement y en fonction de la contrainte + (fig. 405). 


€ 


Fig. 405 


Supposons donné un tel diagramme. Il peut être déduit par essai 
de torsion de tubes minces. Nous démontrerons par la suite que ce 
diagramme peut être déterminé par reconversion du diagramme 
ordinaire de traction © = f (e). 

Adoptant, comme en torsion «élastique», l'hypothèse des sections 
planes, on a: 


y =p8 (12.17) 


[cf. formule (2.5), chap. II]. Le moment de torsion dans la section 
est égal à: 


R 
M iors = 2n | tp* dp. 
U 
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Introduisons dans cette expression au lieu du rayon p la variable y 
(12.17). Alors: 


on "27 
Miors = 55 Î ty° dy, (12.18) 
0 
où 
Ymax = R6. (12.19) 


L'intégrale dans l'expression (12.18) n’est autre que le moment 
d'inertie du triangle curviligne OAB (fig. 406,a) par rapport à 
l'axe t. Le diagramme étant donné, elle peut être déterminée à 
l'avance sous forme de courbe en fonction de Ymax (fig. 406,b). 

Il est facile à présent de construire par points la courbe de l'angle 
de torsion 6 en fonction du moment 
Miors- ; 

Se donnant 6, on détermine d après 
(12.19) Ymax- Puis on relève sur le 
graphique la valeur de l'intégrale: 


Ymax 

Î Ty° dy 

0 
et on trouve Murs d'après la formule 
(12.48). On détermine ainsi un point 
de la dépendance entre 6 et Mtors- 
Répétant cette opération plusieurs fois, 
on obtient la courbe entière 0 = 
—f(Mtors). Pour les petites valeurs 
du moment, la courbe 


Ymax 
Fig. 406 | T° dy = jf (Ymax) 
0 
ne pouvant être construite exactement, on utilise la dépendance 
linéaire ordinaire dans les limites de la loi de Hooke: 


_ Mtors 
0= 77e - (12.20) 
Toutes les opérations suivantes pour déterminer la loi de la 
répartition des contraintes dans la section droite de la barre, les 
contraintes résiduelles et les angles résiduels sont parfaitement iden- 
tiques aux opérations envisagées au paragraphe précédent pour une 
barre en flexion. 
Nous ne reprendrons pas ici ces opérations, les illustrant seule- 
ment par l'exemple suivant. 


L 
ÿ 
Z 
L 
2 
/ 
ÿ 
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Exemple 12.5. Un ressort hélicoïdal (fig. 407.a) est serré jusqu’à 
l’aplatissement complet des spires. On demande de déterminer le pas du ressort 
après la décharge, sachant qu’il était avant de s— 10 mm. On a: D = 20 mm, 


Cagf/mmeè À 
Hu ' 


LL 
0 0010 0,020 
Tnax=0,0191 
Fig. 407 


d = 4 mm, le module d'élasticité transversal G — 7 700 kgf/mm°. Le diagramme 
de cisaillement du matériau est représenté fig. 407,c. 
Lors du serrage complet une spire descend de 
À =s—d. 
Par ailleurs, 
D 
À! rs 64, 


étant la longueur d’une spire, égale à xD. 
Ainsi, 
EL 
s—d=-- D?0. (12.21) 


D'où l’on détermine l'angle de torsion 8 formé dans le fil lors du serrage 
des spires : 


On trouve ensuite 


Ymax = #0 = 0,019. 


Reportons ÿmax sur le diagramme de cisaillement (fig. 407, c) et déter- 
ions par quadrillage le moment d’inertie du triangle OAB par rapport à 
‘axe T. 
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Les calculs donnent : 
max 
( ty? dy=0,455.10-4 kgf/mmi. 

0 

On trouve d'après la formule (12.18) le moment de torsion: 

M... 27-0455 -10"4 

tors" 0,009555 
On détermine au moyen de la formule (12.20) l’angle de torsion pour 
les déformations élastiques : 


6= > =—0,00170 mm-1. 


= 328 kgfmm. 


On trouve à présent la détente élastique du ressort après décharge en 
vertu de (12.21) : 


Srésià—d = 202-0,00170= 4,07 mme 


Le pas cherché est 
Srésid — 5,07 mm. 
Pour avoir une image complète, déterminons la loi de la répartition des 


contraintes résiduelles dans la section droite du ressort. Construisons d’abord 
à cet effet l'épure des contraintes pendant la charge. 


04681214 I6ngfmmi Cnglhnme 
#0 6xgfmme 
d à 9 
Fig. 408 


Conformément à l'expression (12.17), l'angle de glissement à la distance p 
du centre du cercle sera: 
= 0,00955p. 


Se donnant plusieurs valeurs de p, on détermine par points la contrainte t et on 
construit l'épure représentée fig. 408,b. On en retranche les contraintes données 
par la formule de décharge élastique : 
M p 328 , 32p 2 
Fe — ge —130p kgf/mm=. 
La différence entre les contraintes de charge et de décharge donne la gran- 
deur des contraintes résiduelles (fig. 408,c). 
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$ 81. Principes du calcul selon les charges limites 


Lors du calcul de la résistance des constructions, la méthode la 
plus répandue est celle du calcul selon les contraintes admissibles. 
C'est dans l'esprit de cette méthode qu'ont été exposés tous les 
chapitres précédents de ce cours. Toutefois, comme on l'a déjà dit, 
cette méthode n'est pas la seule. Dans une série de cas il est préfé- 
rable de faire les calculs selon des charges destructives ou des charges 
limites, dont les charges de service constituent une certaine partie. 

Le quotient de la charge limite par la charge de service est appelé 
coefficient de sécurité selon les charges limites. La valeur de ce 
coefficient est établie, comme à l'ordinaire, en fonction des parti- 
cularités de la construction projetée. 

Nous avons déjà pu prendre connaissance par l'exemple des pro- 
blèmes examinés dans le présent chapitre de la notion de charge limite. 
Ainsi, pour le système de trois barres (cf. fig. 388), cette force était 
égale à: 

Piim = 06F (1 + 2cos a), 


et pour Ja barre rectangulaire le moment fléthissant limite était : 
M lim = + oubla. 


Généralisant les résultats obtenus, disons qu’on entend en géné- 
ral par charge limite celle au-delà de laquelle le pouvoir de résistance 
du système se trouve affecté ou une charge telle qu’elle engendre 
des changements si notables des dimensions géométriques du système 
que ce dernier cesse de satisfaire à l’usage qui lui est assigné. 

Le plus simple pour assimiler les méthodes de détermination des 
charges limites est de résoudre des problèmes concrets. Prenons 
quelques exemples. 


Exemple 12.6. Déterminer la charge de rupture pour le système de 
trois barres (fig. 409), sachant que le diagramme de traction des barres comporte 
un intervalle d'écrouissage et la contrainte de rupture étant 6R (rupture) (fig. 409). 

L'équation de la zone élastique du diagramme est: 

o=E£te. 
Pour la zone d'écrouissage 
o—0,= D (e—e;). 
Nous poserons que la charge de rupture sera celle entraînant la destruction 


de la barre moyenne. Cela a lieu lorsque l'allongement e: est égal à ep. Déter- 
minons quel sera alors l'allongement £; de chacune des barres latérales, 


Ali= Al, cos a. 


_ L 
” cos æ ’ 


Tenant compte que 


l 
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E1 = 2 Cos? a. 


Par conséquent, au moment de la rupture de la barre moyenne l'allonge- 
mont des barres latérales est 


€ = ER COS? &. 


Fig. 409 


Les contraintes seront alors: or dans la barre moyenne, et dans les barres 
latérales : 


01 =0$+0D (en cos? a —es), 


si 

enCusIa>es, 
soit encore 

O1 = Een cos? a, 
si 


er COS a < Es. 
La charge limite sera: 
Piim=0RF +20,F cos? a. 
Substituant 64 on a: 
Prim=0RF+20,F cos a+2FD (en cos? a—r,) cos a, 
siencos a es, et 
Piim=0RF+2EFen cos? a, 
si ercosa<es- | 


Exemple 12.7. Déterminer la charge limite pour le système de la 
fig. 410.a. La poutre est supposée rigide, les barres ont même section et le maté- 
riau est le même. Le diagramme de traction est donné fig. 410,6. 

Si l'on augmente progressivement la force P, les efforts dans les barres croi- 
tront progressivement. Pour une certaine valeur, la contrainte devient égale à 
04 dans la barre 1 (ou bien dans les barres 3 et 4). Toutefois, cette force n'est 
pas encore limite. La charge limite est celle pour laquelle des déformations 

lastiques notables apparaissent aussi dans la barre 2. Alors le système se trans- 
orme en mécanisme et la poutre tourne comme un tout rigide autour du point 
À ou B (on précisera er la suite autour de quel point). 

Supposons d’abord que la limite d'écoulement soit atteinte dans les barres 7 

et 2. Alors, prenant la somme des moments de toutes les forces par rapport au 
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point B (fig. 411,a), on détermine la charge limite: 
oF2a + 06Fa = Pim + 8, Piim=@ 04. 
Considérons la deuxième variante. Supposons que la limite d'écoulement 


b) 


Fig. 410 
soit atteinte dans les barres 2, 3 et 4, et faisons la somme des moments par rap- 
port au point À (fig. 411,b): 


deF4a cos a+ 04Fa= Piim + 8, Puim= + 0F (4-4 cos a). 


Des deux valeurs obtenues pour P,,, on choisit la plus petite. Quel que soit 
l'angle &, la deuxième valeur de P;;n est la plus petite. 


Fig. 411 


Exemple 12.8. Déterminer la charge limite pour la poutre représentée 
fig. 412. La section droite est rectangulaire. Le diagramme est celui d’un corps 
élastoplastique parfait. 

Pour résoudre le problème envisagé et tous les problèmes analogues, il faut 
introduire la notion de rotule plastique. 

Considérons le processus de propagation de la zone des déformations plasti- 
ques dans la poutre lorsque la charge croît. Les déformations plastiques apparais- 
sent d’abord au voisinage de la surface supérieure et de la surface inférieure dans 
les sections les plus contraintes. Les zones des déformations plastiques (pour 
une certaine valeur de la force P) ont été hachurées sur la fig. 413. Au fur et à 
mesure que la charge croît, les zones des déformations plastiques s'élargissent. 
On pourra prendre comme cas limite celui où les zones plastiques viennent en 
jonction dans une certaine section, où le moment fléchissant est maximum, com- 
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me on l'a montré en pointillé fig. 413. La section toute entière sera alors envahie 
par la déformation plastique et le moment fléchissant y atteint sa valeur limite. 
Comme on l'a déjà etabli au $ 79, pour une section rectangulaire : 


Miim = ogbh?. 


Le moment fléchissant ne peut dépasser le moment limite. La section où est 
apparu le moment limite peut être identifiée à une articulation dout le moment 


ur 
ZA : 
= ‘4 

/ 


Fig. 412 


6 


Gé 


de frottement est constant. On dit qu'on a une articulation plastique. Il est 
évident que s’il apparaît dans une poutre ou dans un cadre une ou plusieurs 


SSF 


AW NS 


Fig. 413 


rotules, le système peut se transformer en mécanisme. Pour un système hyper- 


nine de degré r on prendra pour charge limite celle qui entraîne n + 1 ro- 
tules. 


Fig. 414 


.. Retournant à la poutre considérée, on voit que son état limite est caracté- 
risé par l'apparition de trois rotules plastiques (lig. 414). On trouve des condi- 
tions d'équilibre de la moitié de la poutre: 


4Miiw 


Piim= 1 (12.22) 
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ou bien 


bh3 
Puim = 0e « 


A titre de complément à l'exemple examiné, on a représenté fig. 415 


ET 


Mim 


Fig. 415 k 


plusieurs systèmes hyperstatiques et les mécanismes articulés qui leur corres- 
pondent. 
Dans le cas a): 


Pin = um ; 
Dans le cas b): 
Piim= 7 = : 
Dans le cas c): 
Pi = ur ; 
Dans le cas d): 
2M 1m l+a 
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On choisit la quantité a de la condition de maximum du moment 
fléchissant aux rotules À. Posant qu’à la distance a des appuis l'effort 
tranchant @=0, on a: 


a=1(V2-—1), im = 2 (V2+1}. 


Lorsque la forme de la section droite varie, seule la quantité Mim varie 
dans les expressions déduites. 


Exemple 12.9. Déterminer Mim pour les sections circulaire et trian- 
gulaire. 


Fig. 416 


Dans les deux cas la zone de plasticité envahit toute la section (fig. 416), 
et le moment limite représente le moment des forces s'exprimant en fonction 
de la contrainte constante 04. 

Pour le cercle : 


Miim = 204 Re. 


24 
Comme = 


oeds 
Min=—- . 


Pour la section triangulaire. il faut d'abord déterminer la position de l'axe 
de séparation. c'est-à-dire la quantité h;. Elle se déduit en annulant la force 
normale dans la section, ou de l'égalité de la zone supérieure tendue et de la 
zone inférieure comprimée. 

Le moment limite est égal à la somme des moments dans l’üne et l’autre 
zone: 


Mira = + bn? (1-12) 
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Nous avions jusqu'à présent affaire aux types les plus simples 
d'états de contrainte. Nous envisagions soit une traction ou une 
compression simple, soit un cisaillement pur. On supposait alors 
que la caractéristique du matériau pour l’état de contrainte corres- 
pondant était donnée et, dans ces conditions, on ne se heurtait pas 
à des difficultés fondamentales lors de la résolution de ces problèmes. 
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Si l’on passe à des problèmes plus complexes, la question qui se 
pose dès l’abord, comme pour les autres états de contrainte, est de 
relier analytiquement les contraintes et les déformations et, l’essen- 
tiel, de passer d’après les résultats des essais de traction de l’éprou- 
vette aux dépendances de l'état de contrainte composé. 

Dans les limites des déformations élastiques cette question se 
résout assez facilement. 

En traction simple on a la loi de Hooke sous sa forme élémen- 
taire : 

o=Ee. 


Pour l'état de contrainte composé on a les relations linéaires 
de la loi de Hooke re 


= £ [0x —u (0, + 0:)], = +, | 
ey = loy—u (0: +02)], Va= TE, (12.23) 


1 Tx 
. FE (0: — H [C2 +0y)l], Vzxy = — . 


Les conditions de transition de l’état élastique à l'état plastique 
peuvent être déduites d’après les formules d’une des hypothèses de 
l'état limite. Comme on le sait, on a actuellement plusieurs crité- 
riums de transition de l’état élastique à l’état plastique. Les plus 
acceptables sont la théorie de Mobr, l'hypothèse des contraintes 
tangentielles maxima qui en résulte comme cas particulier et l'hy- 
pothèse de l'énergie de changement de forme. Cette dernière est 
la plus pratique pour établir les relations de plasticité. En vertu 
de cette hypothèse, la transition de l’état élastique à l’état plasti- 
que a lieu lorsque l'expression 


(12.24) 


ae intensité des contraintes, atteint la limite d'écoulement 
(ef. $ 57). 

La quantité o, peut être exprimée dans l’état élastique à l’aide 
des relations (12.23) en fonction des déformations. On a alors après 
des transformations: 


Oi = 


=E TUE VE Ve +te et + (ee) ++ 2 D (pee + Ve + Y) 
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Posons : 
13 3 
eV (eee) (ee) 5 (ptet vÉx + vh) 


(12.25) 


et appelons cette quantité intensité des déformations. 

Pour l'état élastique on a la relation: 

Oi = Eu. (12.26) 

On peut la considérer comme une des formes d'expression de la 
loi de Hooke généralisée. 

Il faut voir maintenant quel est le lien entre les composantes 
des contraintes et des déformations dans l’état plastique. La déter- 
mination de ces relations et la résolution 
à partir de ces dernières d'une série de 
problèmes de la mécanique des milieux 
continus traduisent Île contenu de la 
théorie de la plasticité. 

Les liens entre les composantes des 
contraintes et des déformations dans la 
zone plastique doivent être évidemment 
établis de sorte que pour les déforma- 
tions élastiques les relations cherchées 
se réduisent aux relations (12.23). Mais 
cela ne suffit pas. Il faut que ces mêmes 
relations de plasticité aient pour consé- 
quence l'hypothèse des états limites précédemment adoptée, 
c'est-à-dire, dans notre cas, l'hypothèse de l'énergie de changement 
de forme. Alors les relations de plasticité cherchées représenteront 
la généralisation logique des lois antérieurement établies. 

Pour les lois de la plasticité il est commode de prendre la même 
forme de description que pour les lois de l’élasticité. Ainsi, au lieu 
d'écrire: 

o=f(e), 


f(e) étant une fonction donnée graphiquement par le diagramme de 
traction, on peut écrire : 


(.) 


Fig. 417 


o=E£"'e, (12.27) 
E’ étant considérée comme une fonction de la déformation e. On 
voit sur le diagramme (fig. 417) que 


9 
E Fe pi . 
Pour les déformations élastiques 


p=p, E’=E. 
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Lors du passage à l'état de contrainte composé il est très sédui- 
sant de généraliser de la même manière la relation (12.26), posant 


=E"u, (12.28) 


E" étant de nouveau considérée comme une grandeur variable, 
et la relation (12.28) étant la même pour tous les types d’état de 
contrainte. 

Lors de déformations élastiques, l'expression (12.28) devient 
(12.26). Le passage de l’état élastique à l’état plastique, lui, est 
caractérisé par l'égalité 

Oi = C6. 


En vertu de l'expression (12.24), on est ainsi conduit à l’hypo- 
thèse de l'énergie de changement de forme. 

De nombreuses expériences faites pour vérifier l'hypothèse 
émise ont montré sa validité pour une très large classe de cas. 

Par conséquent, il a été établi que l'aspect de la fonction (12.28) 


= E'u 


est déterminé principalement par les propriétés du matériau et ne 
dépend presque pas du type de l’état de contrainte. 

Ce fait est le point de départ de la théorie de la plasticité. 

Un autre point de la théorie de la plasticité est donné par la 
condition que la dilatation cubique 


e=e;+ey+e 


soit exclusivement élastique. Ceci est en parfait accord avec l'ex- 
périence. Quelles que soient les pressions fournies par la technique 
moderne, on n’est pas arrivé par compression multilatérale à pro- 
duire dans un matériau des déformations plastiques. 

Lorsqu'un matériau se déforme, les déformations plastiques sont, 
en règle générale, notablement plus grandes que les déformations 
élastiques. Etant donné que e est de l’ordre de grandeur des allonge- 
ments élastiques, on pose habituellement que le volume varie d’une 
manière insignifiante pendant la déformation plastique. Alors, 
établissant les formules liant les composantes des contraintes et 
des déformations dans la zone plastique, on pose: 


1 
=: 
Etablissons à présent les relations cherchées. 
Remarquons, tout d’abord, qu'en traction simple, alors que 
Ox=O, Oy = O1 = Ty = Vix = Txy = 0, 


Ex Es, Eye = —UMe y: = Vex = Yxy 0, 
26—522 
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l'intensité des contraintes o, (12.24) et l'intensité des déformations 
e1 (12.25) deviennent respectivement o et e. Donc l'expression (12.28) 
se réduit à l’expression (12.27), ce qui est l'expression analytique 
du diagramme ordinaire de traction. Or, en vertu du premier point 
de la théorie de la plasticité, le lien (12.28) est le même pour tous 
les états de contrainte. Par conséquent, il ne se distingue en rien 


6 Gi 


FA 
Fig. 418 


du lien ordinaire donné par le diagramme de traction. Il faut seu- 
lement reporter sur les axes 0, et e, au lieu de cet e (fig. 418). Alors, 
E'=2 
ei 
c'est-à-dire qu'on a la grandeur du module d'élasticité variable. 
Ecrivons maintenant d'une manière analogue aux expressions (12.23) 

les relations de plasticité : 


e 1 É,2) 
= + (65+0:)] , Vu, vue 


L 


3e 
Ey = Gy—7 (0: +63)] ” V:x = Trxs (12.29) 
1 __ de: 
DETTE G— 7 (6:+ 09) |, Veau  o Vu 


où la quantité 


2 1 
a été transformée, compte tenu de U=+); 


, 1 , O1 

G =7E£"- Se * 

Les relations de plasticité apportées ne sont pas tout à fait exactes 

et ne sont valables dans le meilleur des cas que pour les charges 
pendant lesquelles les forces extérieures croissent en raison d’un 
certain paramètre, par exemple du temps. Alors, comme on peut le 
montrer, les axes principaux de l’état de contrainte conservent leur 
orientation lorsque les forces extérieures varient. On a alors une 
déformation simple et le chargement lui-même est dit chargement 


simple. 
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Considérons quelques exemples de problèmes nécessitant l'appa- 
reil de la théorie de la plasticité. 


: Exemple 12.10. Lors de la résolution du problème de la torsion 
élastoplastique d'une barre de section circulaire nous nous sommes heurtés à la 
nécessité d'avoir le diagramme de cisaillement du matériau dans le domaine des 
déformations plastiques. Ce diagramme peus être déduit soit par des essais 
de torsion directs, soit par reconversion du diagramme de traction au moyen 
des formules de plasticité. 


DÉS 
Fig. 419 Fig. 420 


Le problème est ainsi posé: on donne le diagramme de traction © = f (£), 
construire le a Hd de cisaillement t = fQ: 
Envisageons les formules (12.24) et (12.25). Pour la traction 0, = © et e,— 


= e. Pour le cisaillement, posant p=z ,on trouve = V3. =. 
Or, le lien o; = f (e;) est unique pour tous les états de contrainte. C’est pour- 
quoi les liens o — f(e), et + V3= f (5) sont identiques. La reconversion du 


diagramme consiste donc à remplacer simplement o par t Vaete par — . 


Pour obtenir le diagramme de cisaillement, il faut en tout point du diagramme 


de traction réduire l'ordonnée dans le rapport de V/3 et augmenter l'abscisse 
dans le même rapport (fig. 419). 


Exemple 12.11. Déterminer l'accroissement du diamètre d'une cuve 
cylindrique (fig. 420,a) en fonction de la pression p. Le diagramme de traction 
du matériau est représenté fig. 420,b. On a D — 1 800 mm, h — 10 mm. 

: ce contraintes axiale et circonférentielle dans la paroi du cylindre sont 
égales à: 


D D 
= 0m es == : 
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En vertu de la formule (12.29), 


e 

a (7m). 

ou 
3 « pD 
ur: à h° 
L'accroissement du diamètre est : 
_ __3 ei pD2 
4D= De; 8 ao À . (12.30) 


La formule (12.24) donne : = 
3 pD 
AV ur Vo. 


L'ordre dans lequel on construit AD en fonction de p est le suivant : se donnant 
p. on trouve 6; et, d'après le diagramme de trection, e;. Puis AD est donné par 
(12.30) et le lien cherché se construit par points (fig. 421). 


ab.mm 
PA 


3 


0 5 1 5 2% 2% 3% 
paglem? 


Fig. 421 
La solution obtenue est évidemment vraie po de petites valeurs de AD. 
i 


négligeables par rapport au diamètre D. Sinon. il faudrait tenir compte dans les 
expressions de ©, et 0, de la variation du diamètre. 


À 
SSSOJOJOJIJIJIJIQIQININININININIYIYZYF,-,-F-FIRKS 


Fig. 422 


Exemple 12.12. Pour déterminer la force d'une onde explosive on se 
sert souvent d’une membrane mince de plomb (fig. 422). Sous l’effet de la pres- 
sion. la membrane présente une déformation résiduelle, dont la grandeur permet 
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de juger de la force de l’onde. On demande de déterminer le lien entre la défor- 
mation de la membrane et la pression. 

Résolvons le problème approximativement, posant que les contraintes sont 
réparties uniformément dans l'épaisseur de la membrane et que la forme de la 
membrane déformée est presque une surface sphérique. Une telle hypothèse, 
qui ne perturbe pas notablement les résultats quantitatifs, simplifie considé- 
rablement la solution. 

Désignons par p le rayon de courbure de la surface sphérique et par «& la 
moitié de l’angle au centre de la calotte sphérique (fig. 423). On a, évidemment, 


P= Re 


ou, étant donné que « est petit, 


p=& e , 
a étant le rayon de la membrane. 
On a ensuite pour la flèche de la membrane 


a aa 
fm. 
Les contraintes circonférentielles et méridiennes 
dans la membrane sont 


2 
Om == De Dr - (12.31) Fig. 423 


Enfin, les allongements dans la membrane peuvent être déterminés en 
fonction de la différence de l'arc AC et de la corde AB: 


pa—psinæ ai 2 fi 
pe 9 Ja (42.32) 


Envisageons à présent les relations de plasticité (12.29). Prenons 


£E= 


Oz2=0, Ox—=Om et 0Oy=—0e. 
Alors 


Substituant Om et 6, dans la troisième expression (12.29), on trouve 


Ez= —(Em+et). 
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Substituons e- dans l'expression de l'intensité des déformations (12.25). 


ors, : 
ei 3 Ve, + eme + ei. 
Mais eme, —e, donc &; — 2e ou, en vertu de (12.32), 
LE, (12.33) 


Enfin, l'expression de oz (12.24), compte tenu de 0:—0 et üm—=6e 
se ramène à la forme 


O1 = Om = TT à (12.34) 


Le lien cherché se construit dans l'ordre qui suit. 

On se donne la flèche f. On trouve £#; au moyen de la formule (12.33). Puis 
on détermine 0, sur le diagramme de traction 0, = f (8) et on trouve par la 
formule (12.34) la pression p correspondant à la flèche donnée. 

Ainsi se construit par points le lien cherché. 


Chapitre XIII 


RÉSISTANCE LORS DE CONTRAINTES CYCLIQUES 


$ 83. Endurance et ses particularités 


Un grand nombre de pièces de machines subissent des contraintes 
variant cycliquement dans le temps. Ainsi, le piston et toutes les 
pièces du système bielle-manivelle d’un moteur à explosion (fig. 424) 
sont soumis à des forces variant périodiquement. La loi de variation 
est déterminée par l'allure de l’indicatrice et par les particularités 
cinématiques du mécanisme. 

L'essieu d’un wagon, tournant avec les roues (fig. 425), subit 
également des contraintes variant cycliquement, bien que l'inten- 
sité des forces extérieures soit constante. 

On a représenté fig. 425 l'épure des moments fléchissants d’un 
essieu de wagon. On a au point À de la section droite (fig. 426, a) 


= Mtiexy 
J> 5 
La distance y du point À à l’axe neutre varie dans le temps: 
D: 
y=- sinot, 
& étant la vitesse angulaire de rotation de la roue. Par conséquent, 
o()= F7 sin of. 


Ainsi, la contrainte normale dans les sections varie sinusoïdale- 
ment avec l’omplitude o, (fig. 426, b) : 


__ PaD 


L'expérience montfe que lors de contraintes variables une pièce 
peut se casser après un certain nombre de cycles, alors qu ‘il n'y 
a pas détérioration lorsque la pièce subit la même contrainte o, cons- 
tante dans le temps. 
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Le nombre de cycles jusqu'à l'instant de la rupture dépend de © 
et varie dans des limites très larges. Lorsque les contraintes sont 
grandes, 5-10 cycles peuvent provoquer la rupture. On le voit très 
bien par l'exemple d'un fil qu’on tord plusieurs fois (fig. 427). 
Pour des contraintes moindres une pièce peut supporter des millions 
et des milliards de cycles, et lorsque les contraintes sont encore 
plus petites, elle peut travailler indéfiniment. 

Après la rupture, on remarque habituellement à la surface de 
la cassure deux zones nettement exprimées (fig. 428 et 429). Dans 
l’une des zones on a du mal à distinguer les cristaux à l'œil nu. 
La surface de la cassure est lisse. L'autre zone présente des indices 
très nets de rupture par clivage. Les cristaux ont des facettes angu- 
leuses et brillantes. 

La première impression d'ensemble est qu’une telle destruction 
est liée à la variation de la structure cristalline du métal. C'est pré- 
cisément ainsi qu’on exprimait auparavant la rupture lors de con- 
traintes cycliques. Le phénomène décrit a été appelé fatigue, et les 
recherches de résistance endurance. Par la suite, le point de vue sur 
les causes de rupture par fatigue a changé, mais le terme lui-même 
est resté. 

Il est établi aujourd'hui quel a structure du métal ne change pas 
lorsqu'il est soumis à des charges cycliques. Le début de la rupture 
comporte un caractère purement local. Une crique microscopique peut 
se produire dans une zone de contraintes accrues résultant de facteurs 
constructifs, technologiques ou structuraux. Lorsque les contrainies 
varient un grand nombre de fois, les cristaux situés dans la zone 
de la crique commencent à se détériorer et la crique pénètre plus 
avant dans le corps. 

Les surfaces en contact dans la zone de la crique interagissent 
et provoquent l'usure des cristaux, et les surfaces prennent l’aspect 
d’une structure à grains fins. Ainsi se forme l’une des zones de la 
surface de la cassure. 

La crique évoluant, la section s'affaiblit. Pendant la dernière 
phase la rupture intervient brusquement. La cassure présente une 
surface caractéristique avec des cristaux intacts. 

On voit sur la photographie (fig. 428) que la rupture de la barre 
est due à la formation d’une crique formée au bord de la section. 
La rupture du rail (fig. 429) est due au développement d'une crique 
formée à l’intérieur de la section dans une zone présentant un défaut 
local. 

L'analyse théorique de l'endurance comporte de grandes diffi- 
cultés. Le nature de la détérioration par la fatigue est définie par 
les particularités de structure moléculaire et cristalline de la matière. 
C'est pourquoi le schéma de milieu continu utilisé dans les problè- 
mes envisagés jusqu'à présent ne peut servir de base d'étude. Pour 


g. 428 


Fi 


Fig. 429 
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créer une théorie suffisamment élégante de l'endurance, il faut péné- 
trer dans les particularités de la structure des cristaux et des liens 
intercristallins et utiliser la statique et la théorie de probabilité. 

A l'heure actuelle, cependant, les fondements physiques de la 
théorie du corps solide n’ont pas encore atteint un niveau de déve- 
loppement permettant de créer des méthodes de calcul d'endurance 
répondant aux exigences de la pratique. Et force est-il d’accumuler 
des faits expérimentaux en quantité suffisante pour pouvoir en 
dégager des règles générales de calcul. La systématisation des données 
expérimentales exprime aujourd’hui le contenu de la théorie de 
l'endurance. ‘ 

L'absence de lois générales dans cette théorie nuit à son élé- 
gance. Il en résulte que les dépendances déduites expérimentale- 
ment ne sont pas universelles, et les formules elles-mêmes sont rela- 


tivement peu précises. 


$ 84. Principales caractéristiques du cycle et 
limite d'endurance 


Envisageons d’abord un état de contrainte uniaxial. 

La loi de variation de la contrainte principale © en fonction du 
temps est représentée par la courbe (fig. 430). 

Soient Omax €t Omin leS Contraintes maximum et minimum du 
cycle. Nous appellerons leur rapport coefficient d'asymétrie du cycle: 


Omin _ 
a (13.1) 
Lorsque Omax = — Omins 7 — — 1 et le cycle est dit symétrique. 


C'est notamment un tel cycle qu’on avait plus haut dans l'exemple 
de l’essieu tournant d’un wagon. Si Omin — O0 ou si Omax = 0, le 
cycle est dit pulsatoire (fig. 431). Pour un tel cycle r — 0. 

Des cycles ayant le même coefficient r sont dits semblables. 

Un cycle quelconque peut être représenté comme le résultat de 
la superposition d’une contrainte constante o,, et d’une contrainte 
qe symétrique d'amplitude o, (fig. 430). On a évidemment 
alors: 


à — Ter + Coin à Ga= "282 min £ (13.2) 


On admet universellement que l'endurance d'une pièce ne dépend 
pas de la loi de variation dans l'intervalle entre Gnax et Omin- C'est 
pourquoi on ne distingue pas, par exemple, les cycles de la fig. 432. 
De la même manière, on néglige l'influence de la fréquence du cycle. 
Au total, le cycle est déterminé seulement par les quantités Omax et 
Omin Où bien encore par o,, et ©. 
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Fig. 433 
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Venons-en aux caractéristiques mécaniques d'endurance du 
matériau. Dans des conditions de contraintes cycliques on les déter- 
mine au moyen d'essais spéciaux. 


PE PS M AS NE | ê 7 


Fig. 434 


Les plus répandus sont les essais en cycle symétrique. On 
recourt habituellement alors au principe de la flexion pure d’une 
éprouvette tournante (fig. 433). On a représenté fig. 434 la photo 


d'une machine d'essais dans des conditions de flexion pure. L'éprou- 
vette I est fixée dans des mandrins tournants 2 et 3. L'effort est 
fourni par une charge suspendue à des œillets 4 et 5. Le compteur 
6 indique le nombre de tours. Lorsque l’éprouvette se casse, le moteur 
7 se déclenche automatiquement au moyen du bouton &. 

Pour les essais dans des conditions de cycles asymétriques on 
utilise ou bien des machines spéciales, ou bien encore on fait appel 
à des dispositifs. Ainsi, on peut établir sur l’éprouvette un ressort 
lui communiquant une contrainte de traction constante o,, (fig. 435). 
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Lors des essais à cette contrainte vient s'ajouter la contrainte de 
flexion à cycle symétrique. 

En répétant un grand nombre de fois les essais (si l’on dispose 
d’un nombre suffisant d'éprouvettes), on peut déterminer le nombre 
de cycles que peut subir l'échantillon jusqu’à la rupture, en fonction 
de Onax du cycle. Cette dépendance est traduite par la courbe de la 
fig. 436. Etant donné que le nombre de cycles croît considérable- 
ment lorsque Om»x décroît, on préfère porter dans un certain nombre 
de cas en abscisses non pas le nombre N, mais son logarithme. 


Gnaz 


Fig. 436 


L'expérience montre que pour la plupart des métaux ferreux 
on peut indiquer une contrainte maximum pour laquelle le maté- 
riau n’est plus détruit quel que soit le nombre de cycles. Cette con- 
trainte est appelée limite de fatigue ou limite d'endurance. 

On désigne la limite d'endurance par o,, r étant Je coefficient 
du cycle. Ainsi, pour un cycle symétrique la limite d'endurance se 
désigne par 0.1, par ©, pour un cycle pulsatoire OU Par Oiuor etc. 

Pour les métaux non ferreux et pour les aciers à trempe extra- 
dure on n’arrive pas à définir un nombre de cycles auquel l’éprou- 
vette résisterait sans se détériorer par la suite. Aussi introduit-on 
dans des cas analogues la notion de limite d'endurance convention- 
nelle. On prend pour limite d'endurance conventionnelle la contrainte 
pour laquelle l’éprouvette résiste à 10% cycles. 

La détermination de la limite d'endurance étant une opération 
très ardue, on a fait une série de tentatives pour lier par des formules 
empiriques la limite d'endurance aux caractéristiques mécaniques 
connues du matériau. 

On admet d'ordinaire que, pour les aciers, la limite d'endurance 
à la flexion représente, grosso modo, la moitié de la limite de rupture: 


01 © (0,4 à 0,5)0n. 
On peut poser pour les aciers très résistants : 
6_1 = 4000 + +R (kgf/cmi). 
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Pour les métaux non ferreux la limite d'endurance varie dans 
de plus grandes proportions : 
01 & (0,25 à 0,5)or. 


Comme pour les essais de flexion pure, on peut avoir recours à 
des essais de torsion dans des conditions de contraintes cycliques. 
Alors: 

+-1& (0,2 à 0,3)or. 


Les relations mentionnées et d’autres semblables doivent, néan- 
moins, être utilisées avec beaucoup de précautions, étant donné 
qu’elles ont été établies seulement pour certains matériaux dans des 
conditions déterminées d'essais (en flexion et torsion). 

Ceci étant, disons que la limite d'endurance n’est pas seulement 
une caractéristique du matériau, tels, par exemple, les modules 
d’élasticité ou le coefficient de Poisson. Elle dépend également de la 
méthode de la conduite des essais. La contrainte de calcul pour l’éprou- 
vette ne détermine pas complètement la destruction par fatigue. 
Par suite de la formation d’une crique, la grandeur des contraintes 
et leurs lois de répartition dans l’éprouvette varient continuellement 
en fonction des conditions de l’évolution de la crique. A leur tour, ces 
conditions dépendent des dimensions absolues de l’éprouvette et 
du caractère d'application des forces extérieures. Tout ceci influe 
inéluctablement sur le nombre limite de cycles et sur la grandeur 
de la limite d'endurance. 

Par suite des circonstances mentionnées, par exemple, la limite 
d'endurance établie dans des conditions de traction et de compression 
cycliques est inférieure de 10 à 20 % à la limite d'endurance à la fle- 
xion. La limite d° endurance à la torsion d'éprouvettes pleines se 
distingue de la limite d'endurance établie pour les éprouvettes 
creuses, etc. 
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Envisageons une machine sur laquelle on pourrait effectuer des 
essais d'endurance dans les conditions d’un cycle asymétrique quel- 
conque. Se donnant la valeur constante o,,, on trouve par des essais 
successifs sur des éprouvettes la valeur maximum de l’amplitude 
©A pour laquelle le matériau peut encore supporter un nombre infini 
de cycles. S'il n'existe pas de telle contrainte limite, la quantité 
04 se détermine en partant d'un nombre de base conventionnel N. 

Au moyen d'une série d'essais, on établit la valeur limite o, 
correspondant à une certaine contrainte o0,. Le résultat obtenu peut 
être représenté graphiquement par un point dans le système de coor- 
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données Oh»: Ga (fig. 437). La somme des coordonnées de ce point 
donne la contrainte limite maximum du cycle, c'est-à-dire l'endu- 
rance limite 0o,, où: 


— min __ Om —0a 


r = s 
Omax Om + Ga 


Poursuivant les essais de ce genre, on obtient un ensemble de 
points définissant la courbe limite caractérisant les propriétés de 
résistance du matériau dans des conditions de cycles asymétriques. 
Cette courbe est appelée diagramme d'endurance (fig. 438). 

Les points À et C du diagramme correspondent aux limites d'endu- 
rance en traction et flexion simples. Le point B exprime les résul- 

tats d'essais dans des conditions de cycle 
symétrique. 

Le diagramme obtenu permet de juger 
de la résistance de la construction travail- 
lant dans les conditions de contraintes 
cycliques. 

Om Supposons que, pour une certaine pièce, 

le cycle soit caractérisé par les valeurs 0, 

Fig. 437 et o, des contraintes. Ces quantités peuvent 

É être considérées comme les coordonnées 

d'un point dans le plan o,, o,. Si ce 

point est au-dessous de la courbe limite, la pièce considérée 

peut travailler indéfiniment dans des conditions de contraintes 

cycliques. Si ce point est au-dessus de la courbe limite, la pièce se 
détériore après un certain nombre de cycles. 

Comme la construction du diagramme d'endurance demande un 
grand nombre d'essais, on préfère habituellement remplacer la 
courbe ABC par deux droites AB et BC, comme on l’a montré sur 
la fig. 438 par un pointillé. La partie de service se trouve alors quel- 
que peu réduite, et il en résulte une certaine erreur sur le coefficient 
de sécurité. La zone douteuse d’éparpillement des points expérimen- 
taux est aussi exclue. 

Pour construire le diagramme simplifié il suffit d'avoir la limite 
d'endurance en cycle symétrique © ,, ainsi que les limites de rupture 
ot et oc. 

Le point travaillant dans le plan ©,,, 0, ne peut occuper une posi- 
tion arbitraire. Il doit se trouver dans la région des cycles réalisables, 
déterminée par les conditions évidentes: 


Ca 


Om 


Omax <Ot Et Omin > —Oc. 
Comme 


Omax = Om + Ca 
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Diagramme d'endurance 


Fig. 440 
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et 
Omin = Om — Oo 


la région des cycles réalisables a une frontière supérieure formée 
de deux droites : 
Om +FOa—=0t et Onm—Oa—= —0Ce. 


Ces droites forment avec la droite &, = 0 un triangle ACD 
(fig. 439) qui représente la région des cycles réalisables. 

Pour les matériaux plastiques, on peut délimiter de cette même 
manière la région des déformations élastiques. La frontière supérieure 
de cette région est formée par les deux droites 


Om Oa—=06,t OÙ Om—Oa— —Oé,c. 


On obtient en définitive le triangle A’C'D' (fig. 439). 

Si le point travaillant se trouve dans ce triangle, on n’a pas 
de déformation plastique dans la pièce. S’il se trouve entre les trian 
gles A'C’D' et ACD, des déformations plastiques ont lieu dans la 
pièce. Si, enfin, le point travaillant est extérieur au triangle ACD, 
la pièce se casse dès le premier cycle. 

Dans les calculs de constrictions destinées à un service prolongé 
les contraintes du cycle sont limitées aussi bien par les conditions 
d'endurance que par les conditions d’inadmissibilité de déformations 
plastiques. Aussi, réunissant les diagrammes représentés fig. 438 
et 439, on obtient la région travaillante sous forme de polygone 
A'KBLC' (fig. 440). Le point travaillant (p.t.) du cycle étudié de la 
pièce envisagée doit être intérieur à ce polygone. 

La question se pose à présent de déterminer les coordonnées du 
point travaillant, ainsi que le coefficient de sécurité d'une pièce 
chargée cycliquement. La résolution de ces deux questions implique 
un certain nombre de particularités spécifiques que nous allons 
examiner. 


$ 88. Influence de la concentration de contraintes 
sur l’endurance 


Un des principaux facteurs qu’il faut prendre en considération 
dans les calculs pratiques d'endurance est la concentration de con- 
traintes. 

De nombreuses études théoriques et expérimentales montrent qu on 
a dans une région où il y a changement brusque de la forme d'un 
corps élastique (congés, trous, entailles), ainsi que dans les zones 
de contact des pièces, des contraintes accrues, dites concentrations 
de contraintes, leurs zones de propagation étant limitées. 
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Ainsi, lorsqu'on étire une bande métallique traversée d’un petit 
trou (fig. 441,a), la loi de répartition uniforme des contraintes est 
perturbée au voisinage du trou. L'état de contrainte devient biaxial 
et on a au bord du trou un accroissement brutal de la contrainte. 
D'une manière analogue, lors de la flexion de la barre à gradins de 
la fig. 441,b, on a dans la région du congé une contrainte accrue, 


WI 
a 
00 


Fig. 441 


dont la grandeur dépend en premier lieu du rayon du congé r. Lors- 
qu'on presse un moyeu sur son arbre (fig. 441,c), on a également aux 
extrémités du moyeu et dans l'arbre de la concentration de contrain- 
tes. On pourrait multiplier les exemples de ce genre. 

La grandeur de la concentration de contraintes en fonction de la 
forme géométrique d’une pièce se détermine habituellement par 
les méthodes mathématiques de la théorie de l’élasticité. Souvent, 
pour déterminer la concentration de contraintes, on a aussi recours 
à des essais sur des modèles. On se sert habituellement alors de la 
méthode de polarisation (cf. $ 115). 

Le principal indice de la concentration de contraintes est le 
coefficient de forme: 

_—_ Imax 

dir pes , (13.3) 

Omax étant la concentration de contrainte maximum et Onom une 
contrainte dite nominale. C'est la contrainte donnée par les formules 
de la résistance des matériaux en l'absence d'effet de concentration. 
On mène ordinairement le calcul de 6:0m en partant de la section la 
plus faible de la pièce, telle, par exemple, la section AA (fig. 441). 

Ainsi, pour la bande traversée d’un trou (fig. 441,a), 


Onom —= F4 * 


27° 
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pour le cas de la flexion de la barre à gradins (fig. 441, b): 
M 


A0 = pr * 


Toutefois, si l’on se heurte à des difficultés lors de tels calculs, 
on prend pour contrainte nominale la contrainte dans une section 


Fig. 442 


non affaiblie. Par exemple, lors de la torsion d'un arbre traversé 
d'un trou (fig. 442), on a 


Miors 
Taom = W, ? 


W, étant le module polaire de résistance de la section non affaiblie. 
De toute façon, le choix de la contrainte nominale est imposé 
en premier lieu par des considérations de simplicité des calculs. 
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Fig. 443 


La grandeur du coefficient de forme théorique est définie pour 
la plupart des constructions types rencontrées en pratique. Les 
données relatives à ks sont réunies dans des tableaux dans la litté- 
rature de documentation sur les constructions mécaniques. Ainsi, 
on a représenté fig. 443 la dépendance du coefficient de forme vis-à-vis 
du rapport des dimensions géométriques de la bande percée d’un 
trou. 
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La concentration de contraintes affecte différemment la résis- 
tance d’une pièce selon les propriétés du matériau et le caractère 
de la charge. Ceci étant, à l'encontre du coefficient de forme théorique, 
on introduit la notion de coefficient de forme effectif kr, et on fait 
une distinction entre les contraintes constantes et les contraintes 
cycliques. 

Lors de contraintes constantes (pour r = 1) on entend par coeffi- 
cient de forme effectif le rapport: 

©: 


kis = "A , (13.4) 


or étant la limite de rupture pour un échantillon sans foyer de 
concentration, et or la limite de rupture conventionnelle pour une 
pièce possédant des foyers de concentration de contraintes. 


H j 


kb | 


Lors des essais, par exemple d’une barre prismatique avec un 
trou (fig. 444,a), le coefficient de forme effectif au voisinage du trou 
est donné par le quotient de la force de rupture P par la force de 
rupture P’. Ilen va de même de la piècecomportant un col (fig. 444,b). 

Dans le cas des matériaux plastiques, la concentration de contrain- 
tes n’a pas une influence notable sur la résistance d’une pièce lorsque 
la charge est constante. Il se forme habituellement dans la zone de 
contraintes accrues des déformations plastiques locales sans crique. 
Tout le volume du corps extérieur à cette zone travaille élastiquement 
et Ja résistance est pratiquement conservée pour les mêmes forces 
qu'en l’absence de foyer de concentration. Ceci permet en charge . 
statique de faire abstraction de la concentration de contraintes. 

Par conséquent, on peut poser pour les matériaux plastiques 


ku= 


Pour les matériaux fragiles la valeur de k+, est voisine de celle 
du coefficient de forme k£. Il est vrai qu'on peut avoir ici des excep- 
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tions. Pour la fonte, par exemple, on a k+, — 1, quelle que soit la 
forme de la pièce. Ceci s'explique par les particularités structurales 
de la fonte, qui comporte des inclusions graphitiques. Chaque inclu- 
sion est un foyer de concentration conduisant, en fait, à des con- 
traintes essentiellement plus grandes que celles résultant des facteurs 
constructifs (entailles, trous, etc.). 


Dans des conditions de contraintes cycliques (pour r — — 1), 
le coefficient de forme effectif est déterminé par le rapport: 
— 3-1 
k,— RE. (13.5) 


61 étant la limite d'endurance d’un échantillon lisse et a’, la 
limite d'endurance de l'échantillon possédant des foyers de concen- 
tration de contraintes. 

La quantité k _,, ainsi que k:.,, dépend non seulement de la forme 
géométrique de la pièce, mais aussi des propriétés mécaniques du 
matériau. La concentration de contraintes agit aussi essentielle- 
ment sur l'endurance des matériaux fragiles et des matériaux plas- 
tiques, puisque, dans l’un et l’autre cas, lorsque les contraintes 
varient un grand nombre de fois, la destruction commence par la 
formation d’une crique. 

La valeur numérique du coefficient de forme effectif peut être 
déterminée uniquement par des essais d'endurance sur un grand 
nombre d’éprouvettes de différents matériaux. A l'heure actuelle, on 
a accumulé dans cette voie des données expérimentales assez nombreu- 
ses. La comparaison des résultats obtenus permet, dans une mesure 
assez restreinte, d'établir une relation entre le coefficient de forme 
théorique et effectif: 


ki=1+q(kr—1), (13.6) 


g étant un coefficient de susceptibilité du matériau à la concentration 
de contraintes. 

La grandeur q dépend principalement des propriétés du matériau. 
Ainsi, on peut poser pour les aciers alliés que g est voisin de l'unité. 
Pour les aciers de construction, en moyenne, q = 0,6 = 0,8, les 
plus grandes valeurs de q correspondant aux aciers plus résistants. 
Pour la fonte, qg = 0 et k 

Le coefficient de susceptibilité dépend aussi dans une certaine 
mesure des particularités géométriques de la pièce elle-même et du 
foyer de concentration. On observe une certaine réduction de q dans 
le cas où les coefficients k_, sont grands. 

Lors des calculs d’endurance on tient compte des foyers de la 
concentration de contraintes en apportant des corrections aux valeurs 
numériques des coordonnées du point travaillant (p.t.) sur le diagram- 
me d’endurance (fig. 440). Ainsi, si le ue d’une pièce en partant 
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des contraintes nominales donne les caractéristiques du cycle o,, 
et 0,, compte tenu de la concentration de contraintes, il faut prendre 
respectivement les valeurs des coordonnées du point travaillant 
sous la forme o,k+, et ok 1, où on pose habituellement k,, — 4. 


Et: 3 
NN ZZ 


RSR 
mme 


T& 


Il résulte de l'exposé précédent que la présence de concentration 
de contraintes réduit l'endurance des pièces. Aussi faut-il faire en 
sorte, lors du projet des machines, que l'influence de la concentra- 


HZ == 


y SQ 


tion de contraintes soit réduite au minimum. On y arrive, en pre- 
mier lieu. par des mesures constructives. Pour les pièces importantes 
travaillant dans les conditions de contraintes cycliques, on évite au 


A Suivant 4-A 


Fig. 447 


maximum les angles extérieurs, on augmente les rayons des congés, 
on place les trous nécessaires dans les zones où les contraintes sont 
réduites, etc. 

On a montré fig. 445,a la construction d'un congé avec un évi- 
dement profond réduisant la concentration de contraintes. Pour 
agrandir le rayon du congé, on peut se servir également de bagues, 
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comme on l’a montré fig. 445,b. Pour réduire la concentration de 
contraintes, on a parfois recours à des cannelures de décharge 
(fig. 446,a), qui influent positivement sur l'endurance de J’arbre. 
Des cannelures de ce genre peuvent être creusées aussi là où il ya 
emmanchement (fig. 446,b). A titre d'exemple, on a représenté 
fig. 447 un élément de vilebrequin de construction rationnelle. Les 
contours réguliers et les évidements dans les cols élèvent notablement 
l'endurance et réduisent le poids. 


$ 87. Influence de l’état de la surface et des 
dimensions de la pièce sur l'endurance 


Etant donné que la rupture lors de contraintes cycliques a son 
origine dans la formation d’une crique locale, on comprend le rôle 
de l'état de la surface d’une pièce quant à son endurance. Il est tout 
à fait évident que l'endurance croît dans le cas d’une surface propre 
et finement usinée. Lorsque l'usinage est grossier, la présence d’in- 
fimes défauts superficiels conduit à la diminution des caractéristi- 
ques d'endurance. Alors pour les matériaux très sensibles à la con- 
centration de contraintes l'influence de l’état de la surface est plus 
notable. 

Lors des calculs d'endurance, les particularités d'usinage de la 
surface d’une pièce entrent en ligne de compte au moyen du coeffi 
cient de qualité de la surface: 

=, (13.7) 


G_4 


6 1 étant la limite d'endurance pour des éprouvettes d'usinage stan- 
dard de la surface. On prend d'ordinaire pour tel usinage le rectifiage 
© 1. est la limite d'endurance pour des éprouvettes dont l’état de 
la surface correspond à l’état de la surface de la pièce calculée. 

On a donné sur les graphiques de la fig. 448 les valeurs appro- 
ximatives du coefficient de qualité de la surface de différents aciers 
en fonction de la limite de rupture. 

Le coefficient de qualité des éprouvettes rectifiées a été posé 
égal à l’unité (droite 1). La droite 2 concerne les éprouvettes à surface 
polie. La droite 3 concerne les éprouvettes dont la surface a été usinée 
à l'outil de coupe. La droite 4 donne les valeurs du coefficient de 
qualité d’une surface possédant de fins sillons et la droite 5 est 
relative aux surfaces non usinées après laminage. Pour les surfaces 
qui ont subi la corrosion dans l’eau potable et l’eau de mer, les 
valeurs de &, sont données par les droites 6 et 7. 

Le coefficient de qualité de surface est introduit lors des calculs 
dans l’ordonnée du point travaillant (p.t.) sur le diagramme d’en- 
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durance (cf. fig. 440). Ainsi, si l'amplitude du cycle calculé d'après 
la contrainte nominale est égale à ©,, après l'introduction de la cor- 


rection de qualité de surface elle prend la valeur ©. L'abscisse 
€; 


6 
du point travaillant o,, est alors invariable, puisqu’à contraintes 
constantes la qualité de la surface n’influe pas sur la résistance de la 
pièce. 
Il résulte de tout ce qui à été dit qu’il faut pour accroître l’en- 
durance veiller à la propreté de la surface, surtout au voisinage des 


0 
9000 7000 11000 Ge Agÿcme 
Fig. 448 


foyers de concentration de contraintes. Les pièces importantes 
travaillant dans de conditions difficiles de contraintes cycliques 
sont habituellement rectifiées et même polies. 

Des moyens spéciaux de traitement des surfaces permettent d'ac- 
croître considérablement l'endurance. Telle est la nitruration, qui 
donne des résultats particulièrement sensibles lors de la concentra- 
tion de contraintes. La limite d'endurance peut être également accrue 
en travaillant la surface avec des rouleaux. On obtient un effet 
particulièrement pondérable en travaillant la surface au moyen 
d’un jet de billes de fonte ou d'acier. Un tel usinage donne une couche 
superficielle possédant des contraintes résiduelles de compression 
empêchant la formation de criques locales. 

Lors du calcul de l'endurance d’une pièce, en même temps que 
du facteur d'état de la surface, on doit tenir compte encore d'un 
facteur d'échelle. 

La grandeur de la limite d'endurance dépend des dimensions 
absolues des éprouvettes. L'explication en est, comme on l’a dit 
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plus haut, que la rupture par fatigue est déterminée non seulement 
par les contraintes aux points les plus dangereux mais encore par 
les lois générales de la répartition des contraintes dans le volume 
du corps au cours de la formation et du développement des criques. 

Les essais de détermination de la limite d'endurance pour des 
éprouvettes de différentes dimensions montrent que la limite d'endu- 
rance décroît lorsque les dimensions croissent. 


06 
10 15 20 TD 40 50 6 780910 150 d,mm 
Fig. 449 


Le rapport de la limite d'endurance d'une pièce o , et de la 
limite d'endurance de pièces de dimensions standard (4 — 
= 8 - 12 mm) est appelé facteur d'échelle: 


Lo 
Eéch = — : (13.8) 


Lorsqu'on détermine le facteur d'échelle, on suppose que l'état des 
surfaces des pièces et des éprouvettes est le même. 

On a représenté fig. 449 l'allure de la dépendance du facteur 
d'échelle en fonction du diamètre d’un arbre travaillant en flexion 
et en torsion. 

La courbe 7 a été obtenue pour l'acier au carbone en l'absence 
de concentration de contraintes. La courbe 2 correspond à l'acier allié 
(or = 10 000 -- 12 000 kgf/em?) en l’absence de concentration de con- 
traintes et à l’acier au carbone pour des concentrations modérées. 
La courbe 3 concerne l'acier allié ayant des concentrations de con- 
traintes et la courbe 4 des aciers avec un grand degré de concentra- 
tion de contraintes. Comme il résulte de ces courbes, le facteur d’échel- 
le _ plus accentué lorsque la concentration de contraintes est plus 
grande. 

Lors des calculs de résistance, le coefficient egn, ainsi que le 
coefficient e, est introduit seulement dans l’ordonnée du point 
travaillant ; au lieu de la valeur nominale de l'amplitude du cycle 


Ga, on prend la valeur = 
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$ 88. Coefficient de sécurité d'endurance et sa 
détermination 
Construisons le diagramme d'endurance et portons-y un point 
travaillant du cycle. On construit le diagramme, comme on l’a indi- 
qué plus haut, en partant des caractéristiques mécaniques du maté- 
riau OR, O6,t et O1, et le point travaillant est déterminé d'après 


Fig. 450 


les contraintes nominales du cycle o,, et &,. Compte tenu de la cor- 
rection sur la concentration de contraintes, sur les facteurs de surface 
et d'échelle, les coordonnées du point travaillant prennent les 


valeurs 0,k+1 et st (fig. 450). 
est 
Convenons d'appeler coefficient de sécurité d'endurance le 
rapport du segment OB au segment OA (cf. fig. 450): 


= . (13.9) 


Ce rapport montre combien les conditions de travail sont voisines 
des conditions limites pour les matériaux donnés. Dans le cas par- 
ticulier où les contraintes ne varient pas dans le temps (0, = 0), 
cette définition coïncide avec celle du coefficient de sécurité usuel. 

Lors du calcul du coefficient de sécurité on peut avoir recours à 
la construction graphique du diagramme d’endurance et apprécier 
à vue d'œil le rapport des segments. La précision de cette définition 
est contenue dans les limites de la précision de la détermination des 
données initiales et des corrections. 

Dans la plupart des cas on préfère déterminer nr, au moyen de 
formules de calcul. Elles se déduisent des rapports géométriques 
des segments représentés fig. 450. 

Les équations des droites CD et OB s’écrivent: 


ts 4 — =1, O—=O0Omtgp. 
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Eliminant ©, de ces équations, on trouve l'abscisse B, c'est-à- 
dire le segment Ob: 


1 


= 
CR O1 


Le coefficient de sécurité d'endurance cherché est : 


28. 0b 1 
EL PE 
OA Oa ue (= + #9) 
Comme 
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Si le point B se trouve sur la droite délimitant le cycle d’après 
la limite d'écoulement (point B’ sur le diagramme de la fig. ,450), 
on remplace le calcul d'endurance par le calcul ordinaire d’après 
la limite d'écoulement. 

Toutes les questions d'endurance envisagées jusqu'à présent 
se rapportaient au cas d’un état de contrainte uniaxiale. On peut 
établir d’une manière tout à fait analogue des relations d'endurance 
pour le cisaillement (la torsion) pur . Dans le cas d’un état de con- 
trainte plus général le problème se complique notablement. 

On a fait un grand nombre de tentatives pour créer des hypothè- 
ses d'endurance pour l'état de contrainte composé. Toutes consis- 
taient essentiellement à généraliser les hypothèses connues des états 
limites au cas des contraintes cycliques. Toutefois, une telle voie 
n’a pas donné, jusqu’à présent, de résultats positifs, et on est forcé 
actuellement d'utiliser principalement les dépendances établies 
expérimentalement. 

Pour le calcul le plus fréquent en pratique dans le cas de contrainte 
biaxiale ©, t, on a universellement adopté aujourd'hui la formule 
empirique de Gough et Pollard : 

1 1 1 
n étant le coefficient de sécurité He cherché, nr, le coeffi- 
cient de sécurité d'endurance en l'absence de contraintes tangentielles 
T, r, le coefficient de sécurité d’après les contraintes tangentielles 
en supposant & = 0 
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Cette formule s'applique non seulement lorsque © et t varient 
en phase, mais aussi dans le cas de cycles dont les maxima de o et 
+ n’ont pas lieu simultanément. - 

Envisageons quelques exemples de calcul dans les conditions 
de contraintes cycliques. 


Exemple 13.1. Le piston plongeur d'une pompe à haute pression 
(fig. 451, a) est animé d’un mouvement alternatif, comprimant dans la chambre 
de compression un liquide à la pression de p = 5 000 atm. L'indicatrice de la 
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pompe est donnée (fig. 451, b). Il résulte de ce diagramme que la contrainte dans 
. pion xl selon un cycle pulsatoire: Ginax = 0, Omin — —5 000 kgf/em? 
(fig. 451, c). 

; Déterminer le coefficient de sécurité d'endurance du piston. On a de l'acier 
hautement allié avec o—12 000 kgf/cm®, o4,, = 9000 kgf/em?, 0, = 
— 6 000 kgf/cm°. Les congés ont un grand rayon et le coefficient de forme est 
kr = 1.1. La surface du piston est polie. 

Envisageons la section nn (fig. 451) située en dehors de la chambre de 
haute pression. Par conséquent, l’état de contrainte dans cette section est sup- 
posé uniaxial. 

D'après les valeurs de @&, 66,. et 6. construisons la partie gauche du 
diagramme d'endurance (fig. 452). Alors. tenant compte du fait que le piston tra- 
vaille en compression et que la limite d'endurance © _:.est déterminée à la fle- 


xion, on réduit o_, à 5 500 kgf/cm. Déterminons les valeurs nominales des 
caractéristiques du cycle 


cs = max + mio = — 2500 kgf/cm?, 


da = EX ER — — 2500 kgf/cm?. 
On suppose, comme à l'ordinaire, qu’à contraintes constantes la concentra- 
tion n'intervient pas sur la résistance du piston et k;, — 1. On pose le coeffi- 
cient de susceptibilité g = 1 (le matériau est très résistant). 
Alors la formule (13.6) donne k_; — kg = 1,1. La surface de l’éprouvette 
est polie. On relève sur la courbe 2 (cf. fig. 448) la valeur de &, — 1,12. Considé- 
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rant le graphique du facteur d'échelle (cf. fig. 449), on détermine £,., pour d = 
= 15 mm. On prend la valeur du coefficient sur la courbe 2 (acier allié) e,, = 


= 0,95. : 
Les coordonnées du point travaillant sont: 


om= —2500 kgffem?, -Ceh=1 — 2500-1,1 


ete — 1112-0,88 — 2000 kgf/emi. 


Portons ce point sur le diagramme d'endurance (fig. 452). La rapport des 
segments OB et OA donne nr SAS. 


Fig. 452 


Exemple 13.2. Un arbre avec un congé (fig. 453) travaille en torsion 
en cycle asymétrique. La valeur maximum du moment est %X — 8 000 kgf-cm, 
la valeur minimum % — —2 000 kgf-cm. Les caractéristiques mécaniques du 
matériau sont : Ttemp = 4 000 kgf/cm®, t = 2 600 kgf/em?, t_, — 1 900 kgf/cmi, 
or = 6 000 kgf/cmi. Déterminer le coefficient de sécurité. 

Calculons les caractéristiques nominales du cycle: 


M 8000 
Toax = D — 0,2.45 —=625 kgf/cmi, 


Mmin 2000 
Tin ,2d$ 0,2-45 


= —156 kgf/cm?, 
d'où : 
Tm= 235 kgf/cm?, 1, —390 kgf/cmi. 


On détermine le coefficient de forme effectif d'après les données que l'on 
‘trouve dans les tables. On reporte ces données sur la fig. 454. 

Déterminons d’abord le coefficient de forme effectif k!, pour l'arbre de 
rapport des diamètres D/d = 1,4. Les courbes J, 2 et 8 (fig. à ) se rapportent 
aux aciers dont la limite de rupture oR est respectivement 12 000, et 
4 000 kgf/cm2. On relève sur la courbe 2 pour R/d = 0,05 la valeur de k’, = 
= 4,36. La coubre & permet de reconvertir le résultat pour d’autres rapports 
D/4. Dans l'exemple considéré D/d = 1,25. Alors, & = 0,76 et k_,= 
=@(k1 — 1) + 1 = 1,27. L'arbre est rectifié. Aussi e, = 1. ie 

Les données d'après le facteur d'échelle (fig. 449) conviennent aussi bien 
pour la flexion que pour la torsion. On relève sur la courbe 2 pour d — 40 mm, 
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la valeur de e,,, — 0,78. 


ai HS le calcul du coefficient de sécurité d'endurance d’après la formu- 
e (13.10): 


1 1 
Tm Tak_y 235  390-1,27 
€temp Estgcht-1 4000 0 n 18 . 1900 


On aurait pu déterminer cette quantité graphiquement aussi bien que dans 
l'exemple précédent. 


n= & 2,5. 


Exem d le 13.3. On demande de déterminer le coefficient de sécurité 
d'endurance de l'arbre 1 (fig. 455). 

Le moment % a la valeur constante 10 000 kgf-cm. Le diamètre de l'arbre 
est 50 mm, a = 20 cm, b = 8 cm. Le rayon du pignon est À — 8 cm. On a de 
l'acier au carbone avec tr? — 2 500 kgf/cm?. o_, — 3 000 kgf/cmi. 

Le coefficient de forme effectif à l'endroit de l'emmanchement du pignon 
sur l'arbre est donné k_, — 1,4. L'arbre est rectifié. 

Sous l'effet du moment constant %, il pre dans les sections droites 
de l'arbre des contraintes tangentielles invariables dans le temps rt. En même 
temps que la torsion, il y aura également flexion de l'arbre sous l’action de la 
force P. force d'interaction entre les pignons (fig. 456). 

Il résulte de la théorie de l’engrènement que 


Pa &0,4P:. 
P= VPIF PI = 1,08P;. 


Mais des conditions d'équilibre de l'arbre I: 


Par conséquent, 


PT, P=1087 . 


Des contraintes normales apparaissent dans les sections droites de l'arbre dans 
la zone d’emmanchement du pignon. Par suite de la rotation de l'arbre ces 
contraintes varient selon un cycle symétrique. 

Par co uent. l’état de contrainte de l'arbre est biaxial et pour déterminer 
le coefficient de sécurité il faut avoir recours à la formule empirique de Gough 
et Pollard (13.11). 

Déterminons d'abord séparément les coefficients de sécurité conventionnels 
d’après o et T: 

Mhiex 24 08 ab 1 
0,143 — * ” AR a+o 0,14 


On relève sur la courbe 2 (cf. fig. 449) le facteur d'échelle pour d=—50 mm. 
On a 84h = 0,75. 


On trouve d'après la formule (13.10) le coefficient de sécurité r,: 


= 616 kgf/cm?, on =0. 


Omax — Ja = 


Ensuite, 


Fe=0 ne og 400 kgffems, ne 62. 
D'après la formule (13.11) : 
nanx 


= —" — 02,4. 


VrEr 


Chapitre XIV 


STABILITÉ DE L’ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES 
DÉFORMABLES 


$ 89. Notion de stabilité 


Pour un corps élastique, tout comme pour un corps rigide, on 
peut parler de la stabilité ou de l’instabilité des positions d'équilibre. 

Supposons qu’on ait tant soit peu déplacé un certain système 
élastique à partir de sa position d'équilibre. Si, une fois l'action 
extérieure disparue, le système retourne à sa position initiale, on 
dit que cette position est stable; si le système n’y retourne pas, 
elle est instable. 

Dans des conditions réelles, il existe toujours des causes qui 
font écarter un système de sa position d'équilibre. C’est pourquoi 
aucun système ne peut se trouver en position instable pendant un 
temps prolongé. Il y a toujours passage assez rapide à un nouvel 
état. On dit alors qu'il y a perte de stabilité ou déséquilibre. 

Un système qui a perdu sa stabilité peut se conduire diversement. 
D'ordinaire, le système passe à un nouvel état d'équilibre stable. 
Dans la plupart des cas, ce passage s'effectue avec de grands déplace- 
ments, de grandes déformations plastiques ont lieu ou il y a même 
rupture du système. Dans certains cas, lorsqu'une construction 
a perdu sa stabilité, elle peut continuer à travailler et remplir, 
tout comme avant, ses fonctions fondamentales, telle, par exemple, 
l'enveloppe mince dans les constructions aéronautiques. Il peut 
arriver, enfin, qu'un système ayant perdu sa stabilité et qui ne possè- 
de plus une position d'équilibre stable passe à un régime d'oscilla- 
tions non amorties. 

Le phénomène de perte de stabilité pour les corps élastiques 
peut être observé sur toute une série d'exemples. 

Le cas le plus simple est la perte de stabilité d’une barre compri- 
mée axialement (fig. 457). Il a été établi que la forme rectiligne 
d'équilibre d’une barre comprimée n’est stable que dans le cas 
où la force comprimante est inférieure à une valeur déterminée dite 
critique. Lorsque la force dépasse la valeur critique, la barre ne peut 


28—522 


434 Stabilité de l'équilibre des systèmes déformables [ch. XIV 


conserver indéfiniment sa forme rectiligne et s’incurve. Il y a perte 
d'équilibre. 

Un tube à paroi mince (fig. 458) chargé par une pression exté- 
rieure peut perdre sa stabilité. Alors, de circulaire qu'elle était la 
section devient elliptique et le tube s'aplatit complètement, bien 
que les contraintes dans la paroi à l’instant où il y a eu perte de 
stabilité aient été loin de la limite d’écoulement. 

De la même manière, le tube peut perdre sa stabilité lorsqu'il 
est comprimé axialement (fig. 459). Le même phénomène se reproduit 
lorsque le tube est soumis à la torsion (fig. 460). 

On pourrait multiplier les exemples de ce genre. 


Fig. 457 ‘ Fig. 458 


Généralisant ce qui a été dit, il convient de noter que le phéno- 
mène de perte de stabilité s'exprime le plus nettement dans les cons- 
tructions à parois minces légères: dans les enveloppes comprimées 
et les parois minces. Aussi, lors du projet de telles constructions, 
fait-on, concurremment au calcul de résistance, un calcul de stabilité 
aussi bien de diverses parties que du système tout entier. 

Lors du calcul de stabilité on prend pour charge de service la 
n-ième partie de la charge critique, nr étant le coefficient de sécurité 
vis-à-vis de la stabilité. 

Une des mesures pour accroître la stabilité d’un système consiste 
à accroître sa rigidité. Ainsi, dans les constructions aéronautiques, 
on renforce les cloisons minces au moyen de profilés spéciaux. Une 
telle cloison renforcée possède un degré de stabilité élevé à poids 
relativement faible. 
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$ 90. Problème d'Euler 


Nous commencerons l'étude de la stabilité des systèmes élastiques 
par le problème le plus simple de l’équilibre d’une barre comprimée 
par des forces centrales P (fig. 461). Ce problème a été posé el résolu 
par l’illustre mathématicien Léonard Euler à la fin du XVIIIe siècle. 
C'est pourquoi, parlant de la stabilité d'une barre comprimée, 
dit-on souvent « problème d'Euler s. 


Fig. 461 


Supposons que, pour une raison ou pour une autre, une barre 
comprimée ait fléchi (fig. 461). Voyons dans quelles conditions il 
peut y avoir équilibre de la barre dont l’axe est courbé. 

Soient z et y les coordonnées de la déformée de la barre. Pour 
de petites flèches: 

EJy" = M. (14.1) 


La flexion de la barre a lieu dans le plan de rigidité minimum 
et c'est pourquoi J représente le moment d’inertie minimum de la 
section. 

Le moment fléchissant M est évidemment égal en valeur absolue 
à Py. La question du signe du moment fléchissant demande dans 
de tels cas une étude spéciale. 

Convenons qu’un moment est positif s’il augmente lacourbure. 
Considérant la déformée représentée fig. 461, on remarque que la 
force comprimante P fait décroître algébriquement la courbure. 
En effet, lorsque y est positif, la déformée est convexe vers le haut. 
Donc, sa courbure est négative. Le moment de la force P est dirigé 
de telle façon qu'il accentue la courbure de la déformée, la rend 
« plus négative encore », c'est-à-dire la fait décroître. Par consé- 
quent. 


Efy" = — Py. (14.2) 


Pour éviter de se tromper dans les signes dans des cas analogues, 
on peut observer la règle simple suivante: sans chercher à deviner 
la forme de la déformée, on la trace formellement de telle façon que 
la fonction y ainsi que ses dérivées première et seconde soient positi- 
ves (trait pointillé sur la fig. 461). Considérant alors le dessin, on 
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peut écrire sans se tromper le moment des forces avec le signe plus 
ou moins selon que la courbure de la déformée croît ou décroît sous 
l'effet des forces extérieures. Posons: 


=. (14.3) 
Alors l'équation (14.2) s'écrit : 
y"+ y =0, (14.4) 
d'où 
y = Ca sin 4z+ C; cos kz. (14.5) 


Les constantes C, et C: doivent être choisies de manière à satis- 
faire aux conditions aux limites: pour z—0 y—0 et pour z=—1 


La première condition entraîne C,=0, et la seconde: 
Ci sin kl — 0. (14.6) 


Cette équation admet deux solutions : soit C, = 0, soit sin kl = O. 
On déduit dans le premier cas que pour C;, = C, = 0, les dépla- 
cements y (14.5) s'annulent identiquement, et la barre conserve sa 
forme rectiligne. Ce cas ne présente pas d'intérêt. 
Dans le second cas: 
kl=sn, 


n étant un entier arbitraire. 
On a, en vertu de (14.3): 


Cela signifie que pour que la barre affecte une forme curviligne 
il faut que la force P prenne une valeur déterminée. La force P 
est minimum lorsque 7 =1, 


Perit = LEZ . (14.7) 


Cette force est appelée première sollicitation critique ou force 
d'Euler. Lorsque nr —=1 


kl=n, 
et l'équation de la déformée (14.5) s'écrit : 
._ 2 
u= Ci Sin —— . 


l 


La barre affecte la forme d'une demi-onde sinusoïdale de flèche 
maximum Ci. 
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Pour tout entier n: 


An 


y =C;sin Tr: 


et la déformée de la barre est représentée par une courbe constituée 
de n demi-ondes (fig. 462). 

La solution obtenue contient quelques points obscurs devant être 
élucidés. 

En premier lieu, on ne connaît pas la valeur de la flèche maxi- 
mum C, et on ne voit pas sur les relations trouvées comment elle 


Fig. 462 


dépend de la force P. En outre, on ne sait pas ce qui se passe lorsque 
la force P dépasse légèrement la force critique. En effet, alors: 


klÆnx, 


et il résulte de l’équation (14.6) que C, = C; = 0, puisque sin kl 
=£ 0. Cela veut dire que la fonction y (14.5) est identiquement nulle, 
et la barre reste rectiligne. On arrive. à ce résultat que pour P = Porn 
la barre se courbe, alors que pour P un peu supérieure à Perit la barre 
redevient rectiligne, ce qui contredit nos conceptions physiques sur 
la mécanique de la ‘flexion de la barre. 

Cette anomalie disparaît assez facilement si l’on tient compte 
du fait que l'équation différentielle (14.2) est approchée et ne convient 
que pour les petites flèches. Si l'on écrit cette équation rigoureuse- 
ment, on a: 


[1+y"2)2 


Lorsque la force P dépasse la force critique, les déplacements crois- 
sent si vite qu'on ne peut négliger y’? au dénominateur. 
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Supposons que la barre soit assez mince et que les contraintes ne dépassent 
pas la limite de proportionnalité même lorsque la courbure est forte. 11 est 
alors possible d'étudier son comportement dans le domaine des grands dépla- 
cements en supposant que le matériau obéisse exactement à la loi de Hooke. 
De telles barres sont dites élancées. 
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Considérons le comportement d'une barre élancée (fig. 461) comprimée par 
une force longitudinale P. c'est-à-dire résolvons le même problème, mais en 
rejetant l'hypothèse que les déplacements sont petits, et cherchons à expliquer 
dans la nouvelle solution les anomalies découvertes plus haut. 


Fig. 463 


Au lieu de l'expression (14.4), recopions l'équation différentielle de la défor- 
mée sous la forme: 


++ ky=0. (14.8) 


En tant que variable indépendante, prenons au lieu de z l'arcs 
o4 fig. 463) compté à partir de l'appui gauche. La courbure s'écrit 
alors : 

de 
p ds’ 
ÿ étant l’angle de pente de la tangente à la courbe élastique. 

On a en dérivant l'équation (14.8) par rapport à s: 


42 —k? “4 = —k3sin bo 
ou encore 2 ; : 
— } = —2k? sin = = ds. 
a(+) 2k? sin 5 cos ds 
Multiplions les deux membres.de cette équation par & . On trouve en in- 
tégrant : 
(5) = (m—sint 4) (14.9) 
ds 2/]° 
m® étant une constante arbitraire. 
Faisons la substitution : 
sin 2- —m Sin ÿ. (14.10) 
L’équation (14.9) devient alors : 
À = Diem cos ÿ. (14.11) 


440 Stabilité de l'équilibre des systèmes déformables {ch. XIV 


On a par ailleurs en dérivant l'expression (14.10) par rapport à s: 


&. 


Il vient en éliminant Fr 


PR à PERS 
kds=— VS (14.12) 
d'où : 
Li Î a 
% V1—m? sint y 


Ÿe étant la valeur de la fonction ÿ pour s—0. puise à l'origine des coor- 
i 


onnées (pour s—0) le moment fléchissant est nul, il en va de même de la 


courbure : T0. Aussi déduit-on de l'expression (14.11) : 


a 
cos Yo =0, Vo=Z : 


Alors : 


a GA (14.13) 


Ÿ 
Be | ST 
Vi-misinp } Vi-—mtsiny 


TC E 


0 


Les intégrales déduites ne s'intègrent pas au moyen des fonctions élémen- 
taires. On les spi intégrales au ues de première espèce. Elles sont don- 
nées par des tables en fonction de la borne supérieure 1 et du paramètre m. 


Au milieu de la barre pours=+), en vertu de la symétrie, l'angle & = 0. 


Il résulte de (14.10) que la fonction Ÿ s'annule en ce point. L'expression (14.13) 
donne alors pour ce point: 


L 


CES 


a 
2 

= =, 
: V'1—m? sin? 


On voit sur cette expression que le paramètre k ne peut être inférieur 
à une certaine valeur. En effet, l'intégrale est minimum pour m—0. Alors : 


D'où l'on déduit, en vertu de (14.3), la valeur de la première force critique : 


mEJ 
Perit= 73 : 


Par conséquent. pour qu'il existe une forme d'équilibre de la barre avec 
un axe courbé, il faut que la force P soit supérieure à la première force critique. 
Mais cette forme n’est pas toujours unique. 
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Nous avons vu au paragraphe précédent que la barre pouvait affecter aussi 
bien la forme d'une demi-onde que de deux, trois, n demi-ondes. Supposons que 
la barre s’incurve selon deux demi-ondes (fig. 462). Alors l'angle £ et la fonc- 


tion ÿŸ à sa suite s’annulent pour s = TZ L'équation (14.14) devient alors: 
x 


T 
= — 
4 } Vi—misiniŸ 


Pour que cette équation soit maintenant satisfaite le paramètre k doit 
être plus grand encore : 


kl ñn 
4 7% 
et 
4an2E J 


On déduit d'une manière analogue les valeurs suivantes des forces criti- 
ques trouvées auparavant. 

Le résultat obtenu doit être compris comme suit. 

Tant que la force est inférieure à la première valeur critique, on n’a qu'une 
seule forme d'équilibre d'axe rectiligne. Une fois que la force P dépasse la pre- 
mière valeur critique, outre cette première forme, la barre peut affecter une 
forme d'équilibre en demi-onde. Si la deuxième valeur critique est dépassée, la 
barre peut affecter trois formes d'équilibre: à axe rectiligne, à axe courbé en 
une ou en deux demi-ondes. Lorsque la force dépasse la n-ième valeur critique: 


mn2EJ 
l : 


Perit= 


la barre possède n + 1 formes d'équilibre. 

La question se pose alors de savoir quelles sont parmi ces formes celles qui 
sont stables et celles qui sont instables. La résolution de ce problème exige une 
analyse plus fine que celle faite précédemment. Aussi nous bornerons-nous 
à indiquer sans démonstration de résultat : lorsque la force est inférieure à la 

remière valeur critique, la seule forme d'équilibre stable est la droite. Lorsque 
a penis valeur critique est dépassée, la seule forme d'équilibre est la demi- 
onde. toutes les autres formes étant instables. Aussi, en pratique, seule la pre- 
mière forme et. respectivement. la première force critique ont un intérêt. 

Déterminons à présent les déplacements dans une barre élancée. 

On voit sur la fig. 463 que: 


d=:=0cos£ ds, dy=sin£ ds, 
ou bien: 


ée (12 sin) ds=2 (1-sin £) DES, 


= 2 sin & cos & 
dy=2sin- cos + 


Utilisant les expressions (14.10) et (14.12), on déduit : 


d:= —À /4 —m® sin? p dp—ds, 
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et on a pour les coordonnées du point de la déformée de la barre courbée : 


Ÿ 
2= —? Î V'1—1m3 sin + dh—s, 
vo 


Comme b=+— ; 


2 n/2 v 

:=À [ Î VTT Sin p dp— Î VI sin dy | Le 
0 ù (14.15) 
y= 2 cos ÿ. 

Ici la coordonnée y a été précédée du signe +, puisqu'il n’affecte pas le sens 
du problème. 

Les intégrales dans la première équation (14.15) sont appelées intégrales 
elliptiques de seconde espèce. Ces dernières aussi possèdent des tables détaillées. 
L Les ausnon (14.15) sont les équations paramétriques de la déformée de la 

arre courbée. 


Le déplacement maximum y a lieu pour s — 1 , avec #=—0. Par conséquent, 


2 
2m 
Ymax = - (14.16) 


Avec l'équation (14.14), cette équation permet de déterminer ymx en 
fonction de la force P. En effet, se donnant m, on trouve dans les tables la valeur 


de l'intégrale elliptique prise entre zéro et _ Puis, portant cette valeur dans 
(14.14), on détermine le paramètre: 
La 
P 
k=V 5- 
Après quoi l'équation (14.16) nous donne la grandeur de la flèche gnax. 
| Formons le tableau 9. 
Tableau 9 


0,500 0,574 


sialeros 


Suis 0,259 


— 1,571] 1,574] 1,583] 1,598|1,620]1,649/1,686|1,73111,7871,854 


0 |0,087 0,34210,423 


P kl \3 
=(+) x|1 1,004] 1,015] 1,035]1,064)1,102/1,152/1,215/1,29411,393 


dos 2m: À o |o,055l0,41010,162l0,21110,257l0, 29710, 33110, 360l0,381 
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On a donné dans la première ligne de ce tableau RE CS valeurs du para- 
mètre m choisi de manière à ce que arcsin m = 5°, 40°, 15°, . . . Ceci présente 
des avantages évidents, les intégrales elliptiques étant données surtout en fonc- 
tion de l'angle arcsin m. et non pas de m. 

La deuxième ligne du tableau contient les valeurs de l'intégrale elliptique 
prises dans des tables de fonctions spéciales. D'après (14.14) cette intégrale 


P 
Pers 


© a! ) 03 ÿYmaz 
22 


Fig. 464 


est égale 7. On a donné dans la troisième ligne le rapport Fe calculé con- 


formément aux notations (14.3) et (14.7). Enfin. la quatrième ligne de la table 
donne la flèche mnx calculée au moyen de l'équation (1.16). Les résultats 
de calcul ont été représentés par une courbe (fig. 464) : 


er ar 


On a maintenant entre la sollicitation et la flèche un lien bien déterminé. 
Il correspond à chaque valeur de la force P sa flèche ymax. En outre. on voit 
que le déplacement croît très vite lorsque la force dépasse la valeur critique. 
On comprend maintenant l’origine des anomalies survenues lors de la résolu- 
tion du problème en supposant les déplacements petits. 

Finalement comparant les résultats obtenus. on voit que le comportement 
du système au-delà de la valeur critique ne peut être étudié qu'au moyen 
d'équations décrivant les particularités des grands déplacements. Quant à la 
détermination des forces critiques elles-mêmes. les équations linéaires ordinai- 
res formées pour les petites flèches suffisent amplement. Aussi pourra-t-on par 
la suite déterminer résolument les forces critiques au moyen des formules 
pnpilites sans être forcé d'utiliser l'appareil complexe des équations non 
inéaires. 
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$ 92. Valeur de la force critique selon le mode 
de fixation de la barre 


Les déplacements étant petits, une barre articulée aux extré- 
mités s’incurve lorsqu'elle perd sa stabilité en demi-onde de sinu- 
soïide et la force critique est: 

2 
P crit — Le . 

Utilisant les particularités de la déformée, on étend assez facile- 
ment la solution obtenue à d’autres cas de fixation. Si, par exemple, 
la barre est encastrée à une extrémité et libre à l’autre (fig. 465), 
il est facile de ramener la déformée de la barre par symétrie plane par 
rapport à l’encastrement à la déformée de la barre articulée à son 
extrémité. La force critique pour une barre de longueur L encastrée 
à une extrémité sera égale à la force critique d'une barre articulée 
de longueur 27. Par conséquent, dans le cas envisagé: 


a?2EJ 
Perit = RD? 


Une barre articulée ayant un appui en son milieu (fig. 466) 
affecte la forme de deux demi-ondes lorsqu'elle perd sa stabilité. 
Par conséquent, chacune de ses moitiés se comporte comme une barre 


articulée de longueur —_ Donc, 


Généralisant les formules déduites, on peut écrire l'expression 
générale de la force critique pour une barre comprimée sous la forme : 


J 
Port = pr , (14.17) 


u étant un coefficient de réduction de la longueur. I] montre par com- 
bien il faut multiplier la longueur d’une barre articulée pour que 
sa force critique soit égale à celle de la barre L dans les conditions 
de fixation envisagées. Pour une barre encastrée à une extrémité 


et libre à l’autre, u — 2. Pour la barre de la fig. 466, u — _ . 


On a montré fig. 467 quelques exemples de fixation d’une barre 
avec les valeurs respectives du coefficient de réduction de la lon- 
gueur pu. Dans tous les cas, sauf le dernier, u se détermine par simple 
comparaison de la déformée de la barre fléchie avec la longueur de la 
demi-onde de sinusoïde dans le cas où le mode de fixation est une 
articulation. 
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ui pe ÉE À] 


, Fig. 467 


pet ps! 
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Le dernier dessin (fig. 467) doit être considéré à part. Ici la cour- 
bure s’annule en deux points de la ligne élastique: aux points À 
et B (fig. 468). A l'encontre des autres cas, ces points ne se trouvent 
pas sur une droite parallèle à la ligne d'action de la force P. Par 


Fig. 468 Fig. 469 


conséquent, un effort tranchant R est ici engendré (fig. 468), qui 
n'existait pas dans les autres cas de fixation précédemment envi- 
sagés. 

Formons l'équation différentielle de la déformée de la barre 
courbée. On a évidemment: 


Efy"= —Py+R(l—2), 


ou bien : 
d'y = RG —2) 
EJ 1 
d’où 
: R 
y=Ci sin kz + C2 cos kz + (— 2). 


Les constantes C:, C; et R doivent être choisies de manière que 
les conditions aux limites soient satisfaites : 

pour z2=0, y—=0 et y'—0; pour z=l, y=0(. 
On est conduit aux trois équations : 


RAI 
Cit 5j = 0, 
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R 
Em d 


Ci sin kl + C; cos kl=0. 


Deux possibilités se présentent : 

1) le système admet pour solution €, = C, = 0, R = 0. Alors 
y = 0, et la barre reste rectiligne. Ce cas ne présente pas d'intérêt ; 

2) les constantes C;, C, et R ne sont pas toutes nulles, la barre 
présentant des déplacements transversaux. 

Pour que le système d'équations homogènes admette une solution 
non nulle, il faut que le déterminant des inconnues soit nul. Par 
conséquent, la condition de fléchissement de la barre s'écrit 


l 


0 1 EJR 
1 |=0, 


sinkl coskl 0 
d’où 
tg kl-- kl. (14.18) 
Cette équation transcendante doit être résolue par rapport à kl. 
Le plus simple est de procéder graphiquement, puis de préciser la 
solution en choisissant les valeurs adéquates dans les tables de fonc- 
tions trigonométriques. 
Représentons sur le graphique la courbe tg kl = f (kl) et la droite 
kl — kl (fig. 469). Les abscisses des points d’intersection sont les 
racines de l’équation considérée. La plus petite racine non nulle est : 


P 
kl=V ;5l=4,,48. 


4,4REJ aEJ 


Pen = F T0,7n: . 


Alors 


Par conséquent, u & 0,7. 


Considérons pour terminer quelques exemples plus compliqués de détermi- 
nation des forces critiques. 


Exemple 14.1. Déterminer la force critique d'une barre constituée 
de deux CE de rigidités différentes (fig. 470). La rigidité d'un tronçon est 
quatre fois plus grande que celle de l’autre. 

On a respectivement pour le premier et le second tronçon les équations: 


EJyi+Py;=0,  4EJys+Py2=0. 


Posons : 
P 


— = 42. 


4EJ 
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Alors 
vit 4Myi=0,  yi+k2ye=0, 
d'où 
ya = Ci sin 2kz + Ca cos 2kz, 
Ya = Cassin k: + C4 cos kz. 


De la condition que pour z=—0 la flèche y; —0, on déduit que Ca=0. 


Fig. 470 Fig. 471 


Puis on a encore trois autres conditions: pour :=70n a les déplace. 


ments y;=ye et y{=yf, et pour z={ la flèche y:—0. On en déduit les 
trois équations : 


Cisinkl=Cs sin + Ca cos À : 


2C1 cos kl= C3 cos cs , 


C3 sin kl+Cs cos kl =0. 


Ananulons le déterminant de ce système : 


| . kl kl 
sin kl STE —Ccos NE 
kl .… kl|=0, 
2coskl —cos F sin 
0 sin kl cos kl 
d'où l’on déduit les deux équations : 
sin #t —0 et tg? LE 


2 
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On déduit la plus petite racine non nulle de la condition : 


kl kl 
tg EE = V4, = 0,855. 
Alors : 


14,6EJ 
B—- 


Penit= 


Exemple 14.2. Déterminer la force critique pour une barre articulée 
chargée en son milieu par une force longitudinale (fig. 471). 
On a ici pour le premier et pour le second tronçons: 


Et=-Ple, Elg=—PpL:+P(-y, 


0 k? « =: 
ne-Ÿls tenu (i-5). 
Puis, 
- k9f 23 
= +0 +Cs 
ye= C sin kz+ Ca cos k:+ jf (1-5) : 


Pour :=0 la flèche y; —0. Donc, C2—=0. Pour sa les déplacements 


sont yi=f, ya—f et yi=ys, et pour :=—1/ la flèche y2:—0. On a donc les 
quatre équations suivantes : 


. KI kl 4 
C3 sin —+-Cs cos 5 +sf=h 


Pi 


1 Loi = Cat cos À Caksin &— À 


2 2 
C3 sin KLCs cos k=0, 


Egalons à zéro le déterminant de ce système, les inconnues étant C4, 
Cz, Ca et f. Alors: 


l k2I2 
Z ÿ . KT 
0 " kl kl = 1 
Si F cos TZ =0, 
kl . kl 4  k2 
1 —k cos FT Fees TS 
0 sin #1 cos kl 0 
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d'où : 


kI 
ki SZ 
MCE 
2 
La plus petite racine de cette équation est 
kl 
2,16 
Alors : 
18,7EJ 
Perit T EE 


Exemple 14.3. Déterminer la force critique pour une barre encastrée 
dont on a appliqué à l'extrémité libre une force P par l'intermédiaire d’une biclle 
rigide de longueur a (fig. 472). 


Fig. 472 


Rejetons la bielle rigide et appliquons à la barre élastique une force longi- 
tudinale P° & P et un effort tranchant égal à P À, Alors: 


EJy=P(—n+PL (us), 
ou : : 
v'+ky=k (it Ze), 
d'où 
y=C:i sin kz+ Co cos kz + f (1+2-2) È 
On a ensuite les conditions aux limites : 
pour z=—0 y=—=0 ct y =0, et pour z=I y=/f. 
On obtient donc les trois équations : 


"LE 
Cat (142) =0, 
Cik—f À=0, 
Ci sin kl+ Ca cos kl = 0. 
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Egalant à zéro le déterminant de ce système, nous sommes conduits 
à équation transcendante suivante : 


tg k—kI (147) , 
qui détermine la force critique en fonction du rapport . 


a=—0 on retrouve l'équation (14.18), et pour a=c, la valeur de la force 
critique est : 


. Notamment, pour 


GET 
AS 


valeur déjà déduite pour une barre encastréo à une extrémité. 


& 93. Stabilité d’une barre en présence de 
déformations plastiques 


Tous les problèmes envisagés plus haut étaient résolus dans 
l'hypothèse que le matériau de la barre ne subissait pas de déforma- 
tions plastiques lors de la compression. Ceci était vrai pour des barres 
relativement longues et minces, pour lesquelles la contrainte de 
compression lors des charges critiques était inférieure à la limite 
de proportionnalité. Dans le cas de barres plus courtes et plus rigides 
la force critique est plus grande, et on peut avoir des déformations 
plastiques dès la phase de compression simple, c’est-à-dire avant 
la perte de stabilité. Ainsi, un problème intermédiaire se pose. D'une 
part, nous n'avons pas un calcul ordinaire de compression, puisque 
la barre est suffisamment longue et que son comportement présente 
des particularités dues à la perte de stabilité. D'autre part, nous 
n'avons plus un problème de stabilité d’Euler, puisque des défor- 
mations plastiques ont lieu dans la barre. 

Revenons à l'expression de la force critique (14.17): 

P __ MEJ 
ct Que * 


La contrainte critique est : 
P 2E12 
Corte = RE = TT à (44.49) 
i désignant le rayon de giration de la section, 
pau, (14.20) 
Appelons l'élancement de la barre la quantité æ, que nous 
désignerons par À: 
= a. (14.21) 
29° 
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L'expression (14.19) de la contrainte critique devient alors: 


Cent = Ge: (44.22) 


Comme on le voit, la contrainte ôc:1: croît lorsque l'élancement 
de la barre décroît. La formule d'Euler cesse d'être applicable lorsque 
la contrainte ôcrit atteint la limite de proportionnalité o,, ou, si 


Fig. 473 


l'on veut, la limite d'écoulement en compression 66, .. On déduit 
l'élancement limite à partir de (14.22): 


RE 

bi VE c 

Lorsque l’élancement d’une barre est inférieur à Ajim, la formule 
d'Euler ne s'applique plus et le problème de la stabilité de la barre 
demande une étude particulière. 

Supposons que la force longitudinale de compression produise 
dans la barre une contrainte ©, (point À de la fig. 473). Si l’on fléchit 
à présent la barre, la contrainte dans la section droite s'en trouve 
quelque peu modifiée. Soit Ao cette variation. La grandeur de Ao 
est différente en divers points de la section. La contrainte de compres- 
sion croît du côté de la partie concave et le lien entre la variation 
de la contrainte et la variation de l'allongement est représenté par 
la courbe de charge, c’est-à-dire par le tronçon de courbe à partir 
du point À (fig. 473). Lorsque la contrainte varie peu, on peut rem- 
placer ce tronçon de courbe par droite AB. Alors: 


Ao =E"Ae, 


Ae étant la variation de l'allongement et E” le module local dépen- 
dant de la contrainte o, et de l’allure du diagramme de compression. 
Aux points situés dans la partie convexe de la barre fléchie il 
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y a décharge (droite AC, fig. 473), et ici: 
Ao= EAe, 
E étant le module d'élasticité. 
On peut ensuite écrire, en vertu de l'hypothèse des sections planes : 


Ae= ai , 
y étant compté à partir de la ligne neutre. Il est bien entendu que, 
étant donné la différence entre les modules de surcharge et de déchar- 
ge, la ligne neutre n'est pas centrale (fig. 474). 


Zone de décharge 


Ligne neutre 


Zone de surcharge CA 
Fig. 474 


On a respectivement aux zones de surcharge et de décharge: 
A0=E'+, Ao=E+. (14.23) 


Lorsque la courbure de la barre est faible, la force normale à la 
section droite ne varie pas. Ceci étant, 


ÿ do dr —0. 


ou, en vertu de l'expression (14.23) 
E'Si=ES;:, (14.24) 


S, et S, étant les moments statiques de la zone de surcharge et de 
la zone de décharge (fig. 474) par rapport à la ligne neutre. Lorsqu'on 
se donne o, et donc E”, on détermine à partir de cette équation par 
essais successifs la position de la ligne neutre. 

Déterminons ensuite le moment des contraintes complémentaires : 


AM = f Aoy dF = (JE'+J,E). 
F 


Ici J, et J, sont les moments d'inertie des zones de surcharge 
et de décharge par rapport à la ligne neutre. 
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Ecrivons l'expression déduite sous la forme: 


E 4 
AM = nn : (14.25) 


J étant le moment d'inertie de toute la section par rapport à l'axe 
central, et 


Exa= PTE, (44.26) 


Cette quantité est appelée module d'élasticité réduit ou module 
de Karman. Lorsque le matériau de la barre se déforme élastique- 
ment, la ligne neutre coïncide avec la ligne centrale, J, + J, — J 
et E’ — E. Alors, Era = E et la formule (14.25) coïncide avec la 
formule usuelle de la flexion élastique d’une poutre. 


Zone de décharge 


b 
Zone de surcharge 


Fig. 475 


Les expressions (14.24) et (14.26) prennent la forme la plus simple 
dans le cas d’une barre à section rectangulaire (fig. 475). En dési- 
gnant par e la distance de la ligne neutre au centre de gravité, on 
a l'équation (14.24) sous la forme: 


P (ref 


Ge He J=+. 


Puis, 


L'expression (14.26) devient à présent, après élimination de e, 


4EE" 

 —, 14.27 
(VE+VEŸ su 

La structure de la formule (14.25) reliant la courbure de la barre 
au moment fléchissant reste, comme on le voit, la même pour les 
déformations élastiques et pour les déformations plastiques. La seule 
différence consiste dans la quantité E. Aussi toutes les expressions 
des forces critiques déduites auparavant dans l'hypothèse de défor- 
mations élastiques subsistent-elles dans le cas des déformations 


Er6a = 
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plastiques à condition de remplacer E par E;«. Par conséquent: 


VE ea) 
) ie j *réd 
I crit 7 UE 0 


Au lieu de l'expression (14.22) nous obtenons l'équation trans- 

cendante : 
. NET 
Gerlt _— .. (14.28) 

Dans cette formule la quantité Æ,«4 dépend du module tangent E” 
lequel à son tour dépend de or. Ainsi donc, la grandeur de la con- 
trainte critique varie selon l'allure £ 
du diagramme et la forme de la 
section droite. 

Représentons la solution de cette 
équation sous forme graphique. 

La fig. 476, a représente le dia- 
gramme de compression du matériau 
avec palier d'écoulement Pour la 
commodité des constructions ulté- 
rieures il est représenté à l’envers : 
la contrainte © est reportée selon 
l'axe des abscisses, l’allongement #& 
selon l'axe des ordonnées. Confor- 
mément à ce diagramme sur la 
fig. 476, b est construite la courhe 
de variation du module tangent : 


La cs 
£L  =/(0). 

LE . . e —2 Le ee 
Jusqu'à la limite de proportion- lo Gr 
nalité, c'est-à-dire pour 6 << 6% Île ro 
module £":- £. Pour 6 = 66, 3 
la quantité E' s’annule. Fig. 476 


Le graphique du module réduit 
a une allure semblable £rea -= f (o) (fig. AT3). La forme de la courbe 
dans l'intervalle op < 0 << 66,4, peut varier quelque peu selon la 
forme de la section. 
Recopions l’expression (14.28) sous la forme : 
22 


TE Terit = Era 


et menons sur le graphique (fig. 477) la droite: 


32 


2. 


x 0 =f(a). 
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L'abscisse du point d’intersection de la droite et de la courbe 
E6a = f (o) donne, évidemment, la valeur de la contrainte critique 


Fig. 477 


Oeri La pente de la droite 
varie selon l'élancement À. Pour des 
élancements suffisamment petits, 
c’est-à-dire pour des poteaux très 
courts, le point À (fig. 477) descend plus 
bas et Ocrit = 06, Dans ce cas le calcul 
à la stabilité est remplacé par le calcul 
usuel à la compression d’après la limite 
d'écoulement. Pour des élancements 
suffisamment grands À le point d’in- 
tersection À sera situé sur le segment 
horizontal de la courbe Esa = f (0). 
Ceci signifie que la barre travaille 
dans Îles limites de déformations 
élastiques et l’état critique est déter- 


miné ici selon la formule d’Euler. Maintenant les expressions 
(14.22) et (14.28) englobent tout le domaine des valeurs réelles de 
Jl'élancement À à partir du zéro. 


Fig. 478 


Le graphique de la dépendance de ot de À est montré fig. 478. 
La partie droite de la courbe est déterminée par l'expression (14. 22) 


et est appelée d'ordinaire hyperbole d'Euler. Pour À < 


ME 


,. Spr 
la partie gauche de la courbe est construite selon la solution de l’équa- 


tion transcendante (14.28). 
Notons 
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Alors, 
Ocrit — POe, c- 


La contrainte admissible sera alors : 
[olcrit — @ [olc- 


Par conséquent, le calcul de la barre à la stabilité peut être rem- 
placé par le calcul usuel d’après la limite d'écoulement, mais avec 
contrainte admissible réduite. Au lieu de la contrainte admissible 
ol. on prend la contrainte admissible @ [ol. La grandeur œ est 
appelée facteur de réduction des contraintes admissibles. I1 décroît 
lorsque À croît. 

Il est commode de calculer préalablement les valeurs du facteur q 
pour les matériaux les plus usités et moyennant l'influence de la 
forme de la section droite dans la zone de transition de mettre ses 
valeurs dans un tableau. Dans la pratique de calcul des constructions 
métalliques et en bois on utilise le tableau suivant. 


Tableau 10 
AC. 2, | Ac. 2, 
à AC. 3, | Ac. 5 | Fonte | Bois à Ac. 3, | Ac. 5 | Fonte | Bois 
AC. Ac. 4 
(] 
0 1,00 1,00 1,00 | 1,90 | 110 0,52 0,43 — 0,25 
10 0,99 0,98 0,97 | 0,99 | 120 0,45 0,36 _ 0,22 
20 0,96 0,95 0,91 | 0,97 | 130 0,40 0,33 —_ 0,18 
30 0,94 0,92 0,81 | 0,93 | 140 0,36 0,29 — 0,16 
40 0,92 0,89 0,69 | 0,87 | 150 0,32 0,26 _ 0,14 
50 0,89 0,86 0,57 | 0,80 | 160 0,29 0,24 —_ 0,12 
60 0,86 0,82 0,44 | 0,71 | 170 0,26 0,21 _ 0,11 
70 0,81 0,76 0,34 | 0,60 | 180 0,23 0,19 _ 0,10 
80 0,75 0,70 0,26 | 0,48 | 190 0,21 0,17 _ 0,09 
90 0,69 0,62 0,20 | 0,38 | 200 0,19 0,16 _ 0,08 
100 0,60 0,51 0,16 | 0,31 


Considérons des exemples de calcul de poteaux d'après le facteur de 
réduction 9. 


Exemple 14.4. Déterminer la force compressive admissible pour une 
barre articulée. La longueur est ! — 2 m. La section droite. un double té n°30a 
(cf. tableau annexe). &nin = 2,95 cm, F — 49.9 cm°. Lo matériau est de l'acier 2. 
La contrainte admissible de. compression est [o], — 2 000 kgf/cm?. 

Calculons l'élancement : 

ul 200 


TT 2,9 — 01,8. 
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On trouve dans le tableau 10 ®—0,82. On détermine ensuite la charge 
admissible : 


L=toleg P=82000 kgf. 


Exemple 14.5. Choisir les dimensions de la section droite d’un poteau 
encastré à une extrémité et libre à l'autre et chargé par une force P — 2t. La 
longueur est ! — 1 m, le matériau est du bois et la contrainte admissible [0]. == 
= kgf/cm3, La section droite est un carré de côté a. 

On résout le pois par essais successifs, puisque l’élancement de la barre 
n'est pas connu. Si on avait une barre très courte, on déterminerait la dimension 
a par la relation ordinaire: 


OR a=3,16 cm. 


el = 


En nous donnant maintenant plusieurs valeurs de a supérieures à 3,16 cm, 
on calcule l'élancement À : 


1H _ 2 22 
De dater mi 
F 


Puis, comme dans le problème précédent, on trouve pour plusieurs valeurs 
do a la charge admissible P. La valeur de a pour laquelle cette chargo est 
égale à la charge donnée (2t) est la valeur cherchée. Dans notre problème 


a=6,3 cm. 
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Jusqu'à présent, seules étaient analysées des questions se rappor- 
tant à la stabilité d'une barre comprimée. Envisageons maintenant 
les problèmes les plus simples sur la stabilité de la forme plane 
de flexion. 

Il est bien connu que dans certains cas la forme plane de flexion 
d'une barre est instable. Pendant la perte de stabilité il y a flexion 
dans un second plan et une torsion est simultanément engendrée. 
Ceci est particulièrement accentué dans les poutres ayant une grande 
rigidité dans le plan d'action des forces extérieures et une rigidité 
faible dans le second plan principal. 

Considérons une poutre (fig. 479) chargée à ses extrémités par 
des moments agissant dans le plan vertical. On admettra que les 
conditions de fixation aux extrémités de la poutre permettent la 
rotation libre de la section lors de flexion aussi bien dans un plan 
que dans l’autre, alors qu'elles interdisent la rotation lors de tor- 
sion. On suppose que la rigidité dans le plan des moments extérieurs 
donnés est suffisamment grande. Ceci permet de considérer que la 
barre reste rectiligne dans l'essentiel avant d'avoir perdu sa stabilité. 

Imaginons que la barre ait fléchi dans le plan perpendiculaire 
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au plan des moments M et qu’elle ait subi en même temps une tor- 
sion. Sur la fig. 479 la forme de la barre fléchie est telle que le dépla- 
cement y et ses première et seconde dérivées sont positifs. Ceci exclut 
les erreurs de signes lorsqu'on écrit les équations. 


Fig. 479 


Dans une section arbitraire située à la distance z de l'extrémité 
gauche le moment par rapport à l'axe z, (fig. 479) est égal à 


Miiex = — My, 


p étant l’angle de rotation de la section envisagée par rapport 
à l’axe longitudinal. Le signe moins est dû à ce que le moment Mer 
est dirigé dans le sens de décroissance de la courbure. 

Le moment de torsion dans la même section est égal à : 


Mtors = + My’ + Mo. 
Ici My’ est la composante du moment M par rapport à l’axe 


Z (fig. 479) et Mo, le moment par rapport à l'axe z aux appuis. 
Utilisant les relations connues 


EJy"= Mrezs GJr0 —GJrp" = Mtors, 
on obtient les équations différentielles suivantes : 
EJy" = — Mo, 
GJrp = My +Mo. 
Ici EJ représente la rigidité de la barre à la-flexion perpendi- 
culairement au plan d'action des moments extérieurs ?. La quantité 


GJr est la rigidité à la torsion. 
Eliminons q dans les équations. Alors: 


(2 Me a Mo 
J+ y = RS, 


(14.29) 
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où 
= ET - (14.30) 
Résolvant l'équation déduite, on trouve : 
y= Ci Casin kz-+ Ca cos ke — 0 2. (44.31) 
La première équation (14.29) détermine q: 
p= 2 (Ce sin kz + Ca cos kz). (14.32) 


A présent les constantes Ci, C2, C:, Mo doivent être choisies 
de manière que les fonctions y et  satisfassent aux conditions aux 
limites : 

pour z=0 y—0 et p=0; 
pour z=l y—0 et p=0. 


Par conséquent, il vient : 
Ci+C:3=0, C3=0, 


Casin k1— 0.10, C, sin kl=0. 


Il en résulte que dans tous les cas C;—C3—0; Mo —0. La 
quantité C, ne peut être différente de O0 que dans le cas où: 
sin kl=0. 
La première valeur du moment critique est déterminée par la 
condition : 
kl= nr. 
En vertu de (14.30), on a: 
Merit =+ V EJ-GJr. 
Les équations (14.31) et (14.32) s'écrivent : 
st DU ._ 
y=Crsin—, E= Gr Cesin + 
Ainsi, les déplacements transversaux et les angles de rotation 
varient sinusoïdalement le long de l’axe de la barre (fig. 480,a). 
Utilisant la méthode de réduction de la longueur, comme on 
le faisait précédemment pour les barres comprimées, on peut établir 
que dans le cas où les extrémités sont encastrées (fig. 480,b), le 
moment critique est: 


9 —_—_— 
Mer = VET-GJr. 
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Fig. 480 
Les problèmes de stabilité de la forme plane de flexion d’une 


barre chargée par des efforts tranchants sont essentiellement plus 
complexes que ceux examinés ci-dessus. 


$ 95. Stabilité des anneaux et des tubes chargés 
par une pression extérieure 


Envisageons le problème de la stabilité d’un anneau comprimé 
radialement par une charge uniformément répartie de densité q 


NoeN+AN 


Fig. 481 Fig. 482 


(fig. 481). Pour une certaine valeur de cette charge, la forme circu- 
laire de l'anneau devient instable et l'anneau fléchit, devenant 
approximativement elliptique (fig. 481). 

Découpons dans l'anneau fléchi une portion élémentaire de 
longueur ds (fig. 482). Soit p le rayon de courbure local. Nous suppo- 
serons qu’il diffère peu du rayon de courbure initial À. 

Des forces normales et des moments fléchissants apparaissent 
dans Îles sections droites de l’anneau fléchi. Représentons la force 
normale par deux composantes: la composante W,, c’est-à-dire la 
force engendrée dans les sections droites de l'anneau avant qu'il 
ait perdu sa stabilité, et la composante NW qui est la variation de la 
force normale par suite de la flexion de l'anneau. 
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Ainsi, la force normale est égale à N,+N. Il résulte évidemment 

des coriditions d'équilibre avant l'état critique que 
No=qR. (14.33) 


Formons à présent les conditions d'équilibre pour l'élément déformé 
(fig. 482). Projetant toutes les forces sur la normale, on a: 


gds+dQ—(No+ N) © =0, 


ou, compte tenu de l'expression (14.33), on trouve: 
, 1&@ N_ 
a(r-5)+r a 50. 
Désignons par %x la variation de la courbure : 


Lx. (14.34) 
Puis, étant donné que pÆ&R, on a: 


RAT =Ù 
aM 
ae FO 


Eliminons @ et NV des trois équations d’équilibre. On a 


dx 14 dM 1 dM 
Ja TR ds TR d& 0 


ou, après intégration, a ; 
14 da 


Or, le moment M est lié à la variation de la courbure (14.34) 
par la relation connue: 
M=EJ (++) =E7x 
= P R —_ e 
Eliminant de l'expression (14.35) le moment M, on obtient une 
équation portant sur la seule inconnue x: 
R 
+ ex = C7 (14.36) 


DEL qgR 
k2 =: RTE L (14.37) 
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Résolvons l'équation (14.36) : 


R 4 C, sin ks+C;cosks. (14.38) 


X= Ci GET 


Pour un anneau fermé, le plus simple pour déterminer la charge 
critique est de partir de la condition de périodicité de la solution 


Fig. 484 


(14.38). En effet, si l'on ajoute à la variable s une circonférence 
entière, c’est-à-dire 2x1R, la fonction x ne doit pas changer. Mais 
il faut à cet effet que ks varic d’un multiple de 2x: Ainsi, 


k(s+27R)—ks =2nn, 
n étant un entier arbitraire. Alors 
kR=n. 
On a en verlu de la notation (14.37) 


2 — J 
Qcrit = NET . (14.39) 


La plus petite valeur non nulle de Qerie a lieu pour 7 —2: 


Qertt = « (14.40) 


Dans ce cas, la courbure x lorsqu'on parcourt l'anneau varie de 
deux périodes complètes, comme il résulte de la fig. 481. L'anneau 
se déforme selon 4 demi-ondes, affectant une forme presqueelliptique. 

Si l’on fixe l'anneau par un nombre pair 2nr (nr => 2) d'appuis 
équidistants (fig. 483), la flexion a lieu selon 27 demi-ondes et la 
valeur critique q est déterminée par l'expression (14.39) pour » 
donné. 

Les résultats déduits pour l’anneau s'étendent sans difficulté 
aux tubes longs chargés par une pression extérieure p (fig. 484). 
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Dans noel Ce qg = pl, et la rigidité de l'enveloppe à la flexion est 
égale à Par conséquent, 
__ (n?—1) Eh3 
Perit = 12419 F5 * 
Plus complexe est le problème de la détermination de la pression 
critique dans le cas d'une enveloppe courte, lorsque la génératrice 


du cylindre fléchit. Il est tout aussi difficile de déterminer les charges 
critiques pour des anneaux ouverts, c'est-à-dire pour des arcs. 


EEE ps) 


$ 96. Méthode énergétique de détermination des 
charges critiques 


On déterminait plus haut les charges critiques en résolvant les 
équations différentielles de la ligne élastique de la poutre. Cette 
méthode est loin d'être toujours commode et dans certains cas con- 
duit à des difficultés de calcul tout à fait insurmontables. Aussi 


Fig. 485 


préfère-t-on lors de la résolution d'un grand nombre de problèmes 
les méthodes approchées de détermination des charges critiques, 
moins rigoureuses, mais plus simples. Parmi elles, la méthode énergé- 
tique est la plus répandue. 

Considérons une barre (fig. 485) comprimée par une force P 
inférieure à la pression critique. Elle se trouve alors en équilibre 
stable. On peut la faire fléchir en lui appliquant une charge latérale 
(la force P,). Lorsque la barre passe de sa forme rectiligne d'équilibre 
à sa forme curviligne, les forces P et P, effectuent un travail emma- 
gasiné sous forme d'énergie potentielle de flexion. On a l'équation 
d'équilibre énergétique du système: 


Utiex = PA + A (P:), (14.41) 

À (P;) étant le travail de l'effort latéral P, et À le déplacement du 

point d’application de la force longitudinale. A l'encontre des cas 

précédemment envisagés, le produit PA n'est pas affecté du facteur 
4/2, puisque la force P est invariable sur le chemin À. 

Une seule et même énergie de flexion U:ie- peut être obtenue 

pour différents rapports des forces P et P,. Il résulte de l'équation 


$ 961 Détermination des charges critiques 465 
| 


(14.41) que pour UÜriex invariable l'effort latéral P, décroît si l’on 
fait croître ?°. 11 se peut aussi que la transition de la forme rectiligne 
d'équilibre à la forme curviligne ait lieu sans qu'interviennent des 
efforts latéraux supplémentaires. Ceci a licu. comme ou le sait, pour 
la valeur critique de la force longitudinale. L’équation (14.41) 
devient alors: 


Uriex = Perit de (14.42) 


Dans les systèmes ordinaires, par exemple pour une poutre en 
flexion. les efforts latéraux travaillent sur des flèches qui sont des 


Fig. 486 


quantités infiniment petites du premier ordre. L'expression (14. 42) 
a ceci de particulier qu'elle tient compte du travail des forces exté- 
ricures sur des déplacements À du second ordre. C'est précisément 
cette circonstance qui caractérise les problèmes liés au phénomène 
de la perte de stabilité. 

Exprimons les quantités Uri et À en fonction des déplacements 
transversaux de la barre y (fig. 486). 

L'énergie de flexion s'exprime en fonction du moment fléchissant 
comme suit: 


! + 
U Miex ds 

flex = | ET * 
U 


Tenant compte que Mriex = EJy", il vient: 


t 
Unex =+ Î EJy" dz. (44.43) 
0 


Le déplacement À peut être défini comme la différence entre 
la longueur ! ct la projection de la déformée sur la droite réunis- 
sant les appuis. On a évidemment (cf. fig. 486) : 


dà = ds d300s 8 & À dc. 


30—522 
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Mais pour les petites flèches 0 —y’. Par conséquent, 
l 


à=+ Î y'?dz. (44.44) 


De sorte qu’on déduit de l'expression (14.42) : 


l 
\ EJy"? ds 
Pertt = 7—. (14.45) 
f y'dr 
0 


Si la fonction y est connue, alors Pcr5 se détermine sans dif- 
ficulté. Ainsi, pour la barre articulée de la fig. 486 on a, comme 
on sait, 

F4 
E 

Après avoir substitué y dans (14.45), on trouve l'expression 

connue : 


y=Csin 


ET 
Pet =. 


En réalité, la fonction y reste inconnue tant qu'on n'a pas résolu 
l'équation différentielle de la déformée. Force est, pour déterminer 
la force critique, de retourner à l’ancienne méthode de résolution. 

Toutefois, la fonction y peut être donnée approximativement. 
Alors l'erreur sur la forme de la ligne élastique intervient peu sur 
la grandeur de la force critique. C’est pourquoi l'on peut avoir une 
solution suffisamment précise en se donnant la fonction y au moyen 
de considérations physiques simples, c'est-à-dire en «devinant» 
approximativement la forme de la déformée. 

Supposons que l’on ne sache pas qu’une barre articulée à ses 
cxtrémités se déforme en demi-onde sinusoïdale quand elle perd 
sa stabilité. Donnons-nous une autre courbe arbitraire « semblable ». 
Supposons ainsi que la barre affecte la forme d’un arc de parabole: 


y=Cz(l— 72). (14.46) 


Choisissant la fonction. on aura en vue qu'elle doit satisfaire aux 
conditions aux limites. Dans notre cas. pour 3 — Det z — / le dépla- 
cement y s’annule et les conditions aux limites sont observées. Ceci 
étant, on peut dire que notre choix de la fonction n'est pas très 
heureux puisque y” =: Cte. Cela signifie que la courbure de la barre 
qui a perdu sa stabilité est constante. alors qu'elle est, en fait, maxi- 
mum au milieu et nulle aux extrémités de la barre. 


$ 96] Détermination des charges critiques 467 


Voyons cependant ce que donne la formule approchée dans ce cas. 
Substituant la fonction adoptée (14.46) dans (14.45), on a: 


2 
Per = 5e au lieu de Le 


On voit que mème pour cette approximation grossière l'erreur 
n'est pas très grande. 

La précision de la solution peut être notablement accrue si l’on 
tient compte du caractère de la variation du moment fléchissant 
le long de la barre. On peut admettre, par exemple, que c’est la cour- 
bure qui suit la loi de variation de la parabole quadratique et non 
pas la flèche. Alors, 

y =Cz(l—2). 
Après intégration 
1: 23 


y=C(S-5+e). 
On choisit la constante a de sorte que y” s’annule au milieu de 
la barre. Alors, 

y = 5 C(GI— 45). 


Substituant y’ et y” dans (14.45) et intégrant, on trouve: 
168 EJ 
Peat= ’ 


qui diffère du troisième chiffre significatif de la valeur exacte de 
la force critique. 

Si l'on reprend l'exemple 14.2 on peut retrouver aussi assez 
facilement la valeur de la force critique par la méthode énergétique. 
La force étant appliquée au milieu de la longueur de la barre (cf. 


fig. 471), on doit intégrer À (14.44) de = à Let on obtient au lieu üc 
l'expression (14.45) 

' 

Ÿ EJy"?d: 


0 
Pertt GS 


.— 


y'?d2 


role 


Prenons : 


y=Csin TF : 
On a alors après intégration : 
2n2EJ 


Per TE: 
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La solution exacte donnerait : 


18,7EJ 
Perit = TE . 


Les exemples envisagés montrent que la méthode approchée donne 
sans difficulté une valeur assez précise de la force critique. La pra- 
tique des calculs montre que la méthode énergétique est très effi- 

cace, voire même irremplaçable. 


Considérons un dernier exemple. 


Exemple 14.6. Déterminer la charge critique pour 
une barre encastrée à une extrémité et sollicitée par son 


poids propre q (fig. 487). 
Donnons-nous l'équation de la déformée sous la forme 
FLE 
y=C (1—c0s +) . 


Il est facile de voir que cette expression satisfait aux 
conditions aux limites. 
Déterminons l'énergie de flexion 


4 21 


Fig. 487 


| t 
Unex=+ ( Esy"tde = EJCu (5). 
0 


Pour trouver le travail des forces g lors du passage de la forme recti- 
ligne à la forme curviligne, calculons, en vertu de (14.44), la quantité À, 
(fig. 487) : 


z 
1 18 7 pol A \? L . 
= [ yd=rC (+) (sin ©) : 
r] 
Le travail des forces g est le suivant : 


(l 

1 Sr \2{E 22 
fente (s) (Sr): 
0 


Egalant ce travail à l'énergie de flexion, on trouve: 


EJ nt 8,29EJ, 
nt= 7 IT D à 


la solution exacte donne: 


7.83EJ 
Icrit— — 758 — 
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$ 97. Méthode des paramètres initiaux 


A l'heure actuelle l'utilisation des calculatrices électroniques digitales 
devient de plus en plus fréquente dans les calculs pratiques. La quantité d'opé- 
rations arithmétiques effectuées par la calculatrice dans l'unité de temps est 
si grande qu'elle a qualitativement changé le caractère des travaux de recher- 
ches; de l’arithmomèetre rapide la calculatrice est devenue un moyen d'analyse. 
Les concepts de problèmes faciles et complexes ont changé ainsi que de méthodes 
de solution effectives et non effectives. 


Travées 


om EE TT Er 
FX ren CÉS 


Tronçons 


Jr 
p 


g 


P,= ù Cris 
Fig. 488 


Analvsons de près l'une des méthodes les plus usitées de détermination des 
charges critiques à l’aide des calculatrices, la méthode des paramètres initiaux. 
Nous reviendrons sur cette méthode dans le $ 108 lors de la détermination des 
fréquences propres d'’oscillations des systèmes élastiques. 

Considérons un exemple + simple »; simple lorsqu'on utilise une calcula- 
trice électronique, mais assez compliqué si l'on nppique les méthodes usuelles. 

On a une barre (fig. 488,a) avec variations brusques de rigidité. Du reste 
la rigidité peut varier, généralement parlant, suivant une loi arbitraire. La 
barre est encastrée à l’une de ses extrémités et est simplement appuyée à l'autre 
extrémité articulée. La barre repose Sur deux appuis élastiques. situés à égales 
distances des extrémités, de rigidités ce et c2. Cela signifie que les réactions des 
appuis dirigées dans le sens opposé aux déplacements y, et y: sont proportionnel- 
les à ceux-ci: 

Pi=—ciyy Pa —Caye, 


y: et yo étant les déplacements au droit des appuis. 

On demande de déterminer la force critique Pere. 11 va sans dire que la 
solution analytique du problème présente des difficultés exceptionnelles. 
L'application de la méthode énergétique est aussi extrêmement compliquée. 
C'est que la forme de la ligne élastique varie foncièrement selon la rigidité des 
appuis intermédiaires. Aussi lors du choix des fonctions décrivant la forme de 
la ligne élastique, force est d'introduire non pas un paramètre, comme c'était 
le cas dans les exemples considérés plus haut, mais plusieurs, la relation entre 
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lesquels devra être choisie, par la suite, des conditions de minimum de la force 
critique. 
onsidérons l'algorithme de calcul pour la calculatrice électronique. 

Supposons que l’origine des coordonnées soit confondue avec l'appui gauche. 

Désignons par À la réaction de l'appui (fig. 488,c). 
moment fléchissant dans la première travée, c'est-à-dire pour 0 & 
<z< l'est égal à 
Mi= — Py+Rz, 


dans la seconde travée (L<z< 21) : 
Ma= —Py+R:+P;(2—1), 
enfin, dans la troisième travée (21 <:<3l) nous avons: 
M3= —Py+R:+P;(:—-1)+ Po (2 —21). 


Jon suppose pour le moment que les forces P, et P, sont dirigées vers 
e haut. 
L'équation différentielle de la déformée est 


EJy"=M, (14.47) 


EJ et M sont des fonctions de 2. 

Lorsqu'on utilise des calculatrices électroniques il est rationnel d'écrire 
les équations sous forme non dimensionnelle. 

Au lieu de la variable indépendante z introduisons la coordonnée sans dimen- 


> 


sions & variant de O à trois unités: 
b=—. 


Introduisons, par ailleurs, le déplacement vertical sans dimensions net le 
moment sans dimensions pi: 


MI 
72 
L'équation (14.47) prend la forme: 
din 
ris (14.48) 


Explicitons l'expression pour le moment sans dimensions : 


Pl2 REA P,l Pl? 
p=— Ent Er | + G—1) ter OS 


On utilise ici la notation appliquée plus haut lors de l'établissement de 
l'équation universelle de la ligne élastique de la poutre (cf. & 32). Pour calculer 
le moment dans la première, deuxième et troisième travée on prend respective- 
ment les termes à gauche des traits verticaux d’indexes I, Il et III. 

Désignons: 


PE? . RB els 
7, Po En Roi F7, 4 
cel3 
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Prenant en considération que P;=—ciy; et Po —coys, on obtient: 


EJ 
u=—r {— Pon+ Rob li œumi (6 —1) ir —œene (D —2) int}. (14.49) 


à EJ : ; : . | à 
Le paramètre CE varie suivant l'axe conformément à la loi de varia- 


tion donnée de la rigidité. Les quantités n; et n2 sont les déplacements 
verticaux sans dimensions au droit des appuis élastiques, c'est-à-dire : 


M==1; M=M=2. 


La partie introductive du programme doit contenir deux blocs logiques. 

Dans le premier bloc d'après la valeur de & on détermine le numéro du 
tronçon et on calcule la quantité EJ,/EJ. Ce bloc logique est remplacé par un 
bloc arithmétique dans le cas où la rigidité varie d'une manière continue. Dans 
ce cas la quantité EJ,/EJ est calculée en tant que fonction continue donnée de £. 

Dans le second bloc logique d’après la valeur de &, on détermine le numéro 
de la travée et ensuite à l'aide des grandeurs Po. Ro. &1. M1. @2. 2 on calcule 
l'expression entre les accolades (14.49). Ainsi donc, à la sortie des blocs on 
obtient p = f (6). 

Revenons à présent à l'équation (14.48) et recopions-la sous forme de deux 
équations du premier ordro en posant: 


dn . dû 
CET 
ou en différences finies : 
An=6-Ai; AB=ueAîf. 


Divisons l'intervalle de variation de & de zéro à 3. par exemple, en trois 
milles segments. en prenant. par conséquent AË = 0,001 

L'intégration s'effectue selon le schéma évident. 

On multiplie la grandeur p calculée sur le segment (pas) précédent par At. 
On détermine ainsi A0. On ajoute la grandeur Ad à la valeur précédente de 6. 
On multiplie la somme obtenue par A5. ce qui donne la valeur de An. qu'on 
ajoute à la valeur précédente de n. Ensuite on donne à & un accroissement AG 
et on calcule p. Le processus d'intégration est continué jusqu’à l'épuisement 
complet de l'intervalle de variation de f. c'est-à-dire de zéro à trois. 

Sur le dernier segment on écrit les valeurs du déplacement vertical n et de 
l'angle de rotation 0. D'après les conditions de fixation de la poutre ces gran- 
deurs doivent être nulles lorsque à — 3. Pour vérifier ces conditions nous dis- 
posons de deux paramètres initiaux 00 = 0, 0 et Ro (d'où l'appellation de la 
méthode : méthode des paramètresinitiaux). Le AépAEmenr vertical sans dimen- 
sions à l'origine des coordonnées est toujours nul. 

En se donnant sur le premier pas différentes valeurs de 0, et 9 nous obte- 
oons différentes valeurs 0, et n,..3 à la fin de l'intervalle d'intégration. Mais 


ces grandeurs dépendent linéairement de 6, et Ro, c'est pourquoi on peut écrire 
0-3 = 01:00 +12 Ro 
Nc=3 = 02100 + a2eRo, 


OÙ Ajy, Gje, do et ae sont des coefficients inconnus. Puisquo Op. et ns 
doivent étre nuls, nous obtenons un système homogène d'équations : 


a1100+@i2Ro=0, 
2100 + 2»2Ro= 0. 


(14.50) 
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Une solution non nulle existe, si 


p=lu a |=0. (14.51) 
dei oz 
Ceci permet de déterminer la valeur critique de la force Po ecrit. 

Le processus de détermination de Po crit est comme suit. 

En premier lieu, on évalue grosso modo la valeur espérée de Po crite Dans 
l'exemple considéré (fig. 488) on peut, par exemple, écarter les appuis intermée 
diaires. On obtient alors une barre simplement appuyée à l’une des extrémités 
et Eros à l’autre. Dans ce cas, prenant là rigidité minimum EJ = EJ;, 
on obtient: 


EJ 


Introduisons cette valeur, en tant que valeur initiale, dans le programme. 
Introduisons aussi dans le programme les paramètres donnés a, et &2 qui dépen- 
dent de la rigidité des ressorts. 

Posons 8, — 1 et Ro = 0 et effectuons une première intégration de part 
en part. A la fin de l'intervalle nous obtenons les valeurs 6, et np... 

D'après les expressions (14.50) 9,3 = ai et npns = ax lorsque 89 = 1 
et Ro = 0. Introduisons ces valeurs dans la mémoire de la calculatrice et, 
posant 6 = Oet Ro=—1, répétons les calculs. Alors 8,.,3 = a12 et np. — 422. 
Nous obtenons ainsi les éléments du déterminant D (14.51) qu'on peut facile- 
ment calculer par la suite. Naturellement, ce déterminant n'est pas nul. Intro- 
duisons sa valeur dans la mémoire, donnons à la grandeur P, un accroissement 
AP, par exemple, AP, = 0,1, et calculons de nouveau le déterminant. Compa- 
rons la nouvelle valeur du déterminant avec la précédente. Si le signe du déter- 
minant n'a pas CHARRE on donne de nouveau à P, un nouvel accroissement AP, 
et répétons les calculs. Si le déterminant a changé de signe on trouve la valeur 
de Pocrit Par interpolation. Pour améliorer la précision des calculs on peut 
die APo et traverser l'intervalle de changement de signe de D une seconde 
ois. 

Le temps nécessaire à la calculatrice pour effectuer l'opération décrite 
ci-dessus est de l'ordre de quelques minutes. Ce temps, naturellement, croît 
plusieurs dizaines de fois, si l’on cherche non pas la valeur de la force critique 
mais les paramètres optimaux du système. 

La méthode des paramètres initiaux est une méthode pratiquement exacte. 
Les erreurs dans la détermination de la force critique sont induites pas tant par 
les erreurs du processus d'intégration, qui, à propos, peuvent toujours être 
auedne par le degré de correspondance de la construction réelle au schéma 

e calcul. 

L'application de la méthode des paramètres initiaux donne des avantages 
particulièrement perceptibles lorsque la loi de variation de la rigidité est com- 
plexe et les efforts compressifs le long de l'axe sont variables. 

Lorsque le nombre de liaisons imprimées au système est grand ou lorsque 
l’ordre des équations différentielles est plus élevé, l’ordre du déterminant D 
croît. Toutefois ceci ne complique pas tant soit peu les calculs, puisque pour une 
gperation telle que le calcul d’un déterminaut, il existe des programmes stan- 

a 


20EJ Perle 
Port © GE ou Po,crit= pu —20/9. 


La méthode des paramètres initiaux peut être appliquée non seulement 
lors de l'étude de la stabilité des systèmes de barres mais aussi des coques. Mais 
dans ce cas le problème s'avère essentiellement plus compliqué. 


Exemple 14.7. Indiquer les paramètres initiaux pour la barre de 
rigidité variable représentée fig. 489,a, et expliquer les principes d'établisse- 
ment du déterminant D. 
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Prenons l'origine des coordonnées à l'appui encastré et considérons le 
moment M, et les forces P4. P», Pc et Pp (fig. 489, b). Au point 4 y = 0et 
* = 0 = 0. Il reste à véifier quatre conditions: yp = 0, ye = 0, yp = 0, 
yg=0. Chacune d'elles forme la ligne correspondante äu déterminant D, dont 
l'ordre est quatre. 

Les quatre paramètres non déterminés sont : le moment M, et les forces P4, 
Pet Pc. La force Pb est liée à celles-ci par la condition d'égalité à zéro de la 
somme des moments des forces par rapport au point £. 

Pour calculer les membres du déterminant on effectue l'intégration quatre 
fois. La première fois on pose M4 différent de zéro, la deuxième fois la force 


Fig. 489 


P\. la troisième fois la force P& et la quatrième fois la force Pc. Dans chaque 
cas les autres paramètres sont nuls. Les valeurs des paramètres non nuls peuvent 
être prises chaque fois arbitrairement, puisque cela n’a aucun effet sur le signe 
EE PH RTREANS D. Dans le reste le problème ne diffère pas de celui considéré 
plus haut. 


Exemple 14.8. Etablir l'algorithme de calcul (l’ordre de calcul) du coef- 
ficient de sécurité.vis-à-vis de la stabilité de la tour de télévision (fig. 490,a). 
Le D variation de la densité de charge get de la rigidité EJ sont données 
(fig. ,c). 

Introduisons un facteur constant n et au lieu de la charge q considérons la 
charge critique limite nq. La grandeur n représente le coefficient de sécurité 
vis-à-vis de la stabilité. 

Formons l'équation de l'équilibre de l'élément de longueur dz (fig. 490.4). 

Projetant les forces sur la direction de la normale et de la tangente à l'arc 
de l'élément, on obtient: 

Q'=nqy —Ny"; N'=-—n. 
I] faut y ajouter l'équation évidente M’—Q. En outre nous avons, comme tou- 
jours, EJy" = M. 

Il n'est pas rationnel d'effectuer des substitutions et d'éliminer les incon- 
nues dans les équations si l’on veut utiliser par la suite la calculatrice électro- 
nique. 

Désignons y’ — 8 et recopions les équations sous forme de différences finies : 


AN = —nqAz; AM—=QAz; (14.52) 
M 
Ay=060Az n A8=-— Az. 


Pour déterminer q = f (:) et EJ = f (z) on prévoit deux blocs d'entrée dans le 
programme. 
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Dans le cas considéré il est commode de diviser le mât suivant la hauteur 
en deux ou trois tronçons et d'approcher les lois données graphiquement de q 


et de EJ par des polynômes dont les coefficients sont déterminés par des pro- 
grammes standards. 


= 
2E 


Fig. 490 


Ensuite on calcule la valeur initiale de W qui est évidemment égule au 
poids de la partie du mât située plus haut No—n \ g dz. Lorsque :=0, y = 


= yo = 0et 0 = 6, = 0, les grandeurs Q = Q, et M — M, étant les paramè- 
tres initiaux non déterminés. Lorsque z=— 1 le moment M et l'effort tranchant Q 
sont nuls. Cette condition donne deux lignes du déterminant D du second ordre. 

On pose d'abord M, 0 et Q, = 0. Lors d’une seconde integration on prend 
Mo = Oet Qo0. Puis toutes les opérations s'effectuent comme dans l’exem- 
ple considéré plus haut. Seulement ce n’est pas la force P, qui reçoit des accrois- 


sements mais le coefficient n. On continue le processus jusqu'à ce que le déter- 
minant ne soit pas nul. 


$ 98. Sur quelques cas de perte de stabilité ne 
s'inscrivant pas dans le schéma classique 


La méthode d'évaluation de la stabilité des systèmes élastiques considérée 
plus haut repose sur certaines hypothèses énumérées dans le $ 89, la principale 
étant la petitesse des perturbations communiquées au système. 
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Jusqu'à présent nous disions que la position d'équilibre était stable si 
pour une déviation. si petite qu'elle soit, le système, abandonné à lui-même, 
revenait à la position initiale. Si, au contraire, le système ne revenait pas à 
sa position initiale après élimination des causes qu'aient produit la déviation, 
on disait que cette position d'équilibre était instable. D'une manière ou d’une 
autre dans tous les cas, on supposait que les déviations de la position d’équi- 
libre n'étaient pas seulement petites, mais les plus petites possibles. Aussi 


! 


, ”/ | ; 


Position est stable Positionest ins- La position est 
dans Le grand et dans table dans Le Stable dans le petit, 


de petit rand et dans mais istable dans Le 
e petit grand 
Fig. 491 


utilise-t-on parfois l'expression « le système est stable dans le petit ». Ceci 
signifie que pour une déviation quelconque de la position d'équilibre, si petite 
soit elle, le système abandonné a lui-même revient à la position initiale. Par 
ailleurs, la question se pose: reviendra-t-il le système à sa position d'équilibre 
si on le dévie e plus fortement », c'est-à-dire si on lui communique pas la plus 
petite déviation possible, mais simplement une déviation petite mais finie. 
Dans cette condition la détermination de la stabilité s'appelle détermination 
de la stabilité dans le grand. Le système qué est stable dans le grand est aussi 
stable dans le petit, mais, naturellement, l’assertion contraire n'est pas vraie. 

L'exemple de la bille reposant sur une paroi concave ou convexe (fig. 491) 
est très connu en tant qu'illustration des positions d’équilibre stable et instable. 
Ce schéma peut être complété par une troisième figure. Si la bille se trouve au 
Pndun petit creux sa position sera stable dans le petit mais instable dans le 
grand. 

Dans le sens commun du mot nous disons que le crayon posé par son extré- 
mité non taillée sur une table se trouve dans une position d'équilibre instable. 
Cette instabilité est une instabilité dans le grand. Pour que le crayon passe 
à une nouvelle poson d'équilibre il faut le dévier de la verticale de façon à ce 
que son centre de gravité sorte des limites de l’aire d'appui, c’est-à-dire il faut 
lui communiquer une déviation petite mais finie. La position du crayon se 
tenant debout sur son extrémité non taillée, du point de vue de la stabilité dans 
le petit est toujours stable, même pour une petite aire d'appui. 

Tout autre est le cas où le crayon se tient debout sur sa pointe. Une telle 
position d'équilibre sera instable dans le peut (fig. 492). 

Les systèmes élastiques les plus simples qui sont stables dans le petit mais 
instables dans le grand sont, par exemple, les suivants. 

La barre à champs plans est comprimée entre deux dalles dig. 493,a). 
Deux formes fondamentales d'équilibre sont possibles pour la barre déformée : 
la première, représentée fig. 493,b, lorsque la force critique est: 


4an2EJ 
TE 


et la seconde forme représentée fig. 493,c. Le passage à la nremière forme a lieu 
dans le petit, le passage à la seconde dans le grand. Pour que la barre se défor- 


Penit= 
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masse selon une demi-onde,'il faut lui communiquer une déviation petite mais 
finie. Ce n'est que dans ce cas que sera surmontée l’action restaurative des 
moments développés sur les champs. 

Une situation semblable se produit dans le système indiqué fig. 494. Ici 
le moment déviateur de la force P, pour de faibles déplacements verticaux, sera 
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lus petit que le moment de restauration des forces dues au poids propre gq. 
our que la poutre prenme une forme d'équilibre à axe déformé, il faut lui com- 
muniquer une déviation initiale petite mais finie. 
L'étude de la stabilité des systèmes élastiques dans le grand est beaucoup 
plus compliquée que dans le petit, étant donné que dans ce cas la solution du 


problème se ramène à la résolution d'équations non linéaires. Cependant la 
solution du problème dans cette position permet de résoudre des questions qui 
ne peuvent pas du tout être résolues du point de vue des petits déplacements. 

Les questions de stabilité dans le grand acquièrent une valeur particulière 
lers de l'étude des voiles minces. 

En particulier, le problème de stabilité d’une coque sphérique soumise à 
une pression extérieure et celui d'une coque cylindrique axialement comprimée 
ne se résolvent d'une manière satisfaisante que du point de vue de la stabilité 
dans le grand. 

Arrêlons-nous encore sur une hypothèse qui est à la base de la méthode 
classique d'étude de la stabilité des systèmes élastiques. 11 s'agit de l'hypothèse 
sur le rôle négligeable des forces d'inertie. développées lors du mouvement du 
système. Par suite de cette hypothèse l'étude de la stabilité des formes d'équili- 
bre ne relève que de la statique et est ainsi souvent appelée méthode statique. 

Contrairement à la méthode statique on peut parler de la méthode dynami- 
que. Dans ce cas lors de l'étude de la stabilité on considère non les formes 
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d'équilibre qui diffèrent très peu des formes données, mais les lois du mouvement 
du système après que l'on ait communiqué au système une certaine déviation 
de l’état initial. Si le mouvement est tel que la position initiale d'équilibre 
est restaurée, on dit que cette position est stable. 

Pour l’absolue majorité des problèmes pratiques les méthodes statique et 
dynamique sont complétement équivalentes et donnent les mêmes valeurs des 
charges critiques. Toutefois il existe aussi des systèmes pour lesquels la méthode 
statique ne donne pas de solutions, étant donné qu'il n'existe pas de formes 


A».  E 


fé 


(4 


a) 
Fig. 495 


d'équilibre différentes de la forme initiale. Un tel système lors de la perte de 
stabilité. comme de règle, passe dans un régime de mouvement oscillatoire à 
amplitude croissante. 

Deux exemples d'ur tel système sont représentés fig. 495. Une barre encas- 
trée à l’une de ses extrémités (fig. 495,a) est chargée en son autre extrémité par 
une force dirigée constamment suivant la normale au champ. Il est facile 
d'établir que la barre ne possède “a de forme d'équilibre à axe déformé. Si 
l'on étudie les lois du mouvement de la barre, on remarque que pour une répar- 
tition uniforme de la masse, la forme rectiligne d'équilibre devient instable pour 


20EJ 


FE 


Perit © 


et que si l'on fait croître encore la force des oscillations de flexion s'établissent 
dans la barre. 

On obtient le même résultat pour la barre de la fig. 495,b.La force P est 
constamment dirige suivant la verticale et lors de la flexion de la barre elle 
glisse le long du disque impondérable fixé à l'extrémité de la barre. 

Dans de tels cas la valeur de la force critique dépend non seulement de la 
longueur et de la rigidité de la barre, mais aussi de la loi de répartition de la 
masse dans le système. 

La particularité caractéristique de tels systèmes est que les forces extérieu- 
res effectuent un travail.lors du déplacement du corps élastique, la grandeur 
de ce travail dépend non seulement de la distance parcourue mais aussi du 
chemin suivi lors du parcours de cette distance. De tels systèmes sont dits 
non conservatifs. 

Au $ 93 nous avons considéré le problème de la stabilité d'une barre au-delà 
de la limite de proportionnalité. Il appartient aussi à la classe de problèmes qui 
ne s'inscrivent pas complètement dans le schéma classique. Pour l'expliquer 
revenons-en à la définition initiale de la stabilité. 

Par stabilité on comprend l'aptitude du système à rétablir l’état initial 
après élimination des causes qui ont produit la déviation de la positioninitiale. 
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Mais si le corps déformé a subi des déformations plastiques, le système est 
notoirement dépourvu de cette propriété. 

Ainsi donc, la formule familière de la stabilité disparaît et la méthode de 
« tournesol » de petits essais à l’aide de laquelle on détermine la stabilité ou l’in- 
stabilité perd sa simplicité et son évidence. Une nouvelle position du problème 
est nécessaire ; en tout cas. l’ancienne position doit être corrigée ou dévelop- 
pée pour que le problème de la stabilité du système à déformations plastiques 
ait la même rigueur et la même précision de position que le système déformé 
élastiquement. 

En tant qu'une des positions possibles du problème on peut proposer la 
suivante: 

Un système stable est celui qui pour de petits déplacements ne passe pas à un 
qualitativement nouvel état. 

Dans de parvilles pero il est très important de renoncer à l'identifica- 
tion très répandue de deux notions: 1) la force critique et 2) la charge limite. 
La notion de force critique est intimement liée avec le schéma classique de la 
stabilité et avec la méthode des essais. L'utilisation de ce terme dans d'autres 
sens est extrêmement indésirable, car il devient cause de malentendu et de 
mésintelligence. La charge limite caractérise la capacité portante de la construc- 
tion. C'est la charge qui engendre soit la destruction soit des déplacements 
prohibitivement grands. La charge limite dépend des propriétés essentielles 
de l'objet réel et si lo schéma classique de la stabilité ne reflète pas toutes les 
propriétés essentielles de l’objet réel. la force critique ne doit pas forcément 
coïncider avec la charge limite. Ainsi, lors du chargement de la barre dans la 
machine à essais, nous déterminons selon tels ou tels symptômes la charge 
limite. mais nullement la force critique. 

Ces considérations concernent aussi les systèmes élastiquement déforma- 
bles, mais une délimitation précise des notions indiquées acquiert une impor- 
tance particulière pour les problèmes plastiques. 

Généralisant le contenu de ce paragraphe, il faut dire que le problème 
de la stabilité des systèmes déformables n’est pas du tout épuisé. en premier 
lieu. en ce qui concerne la position du problème elle-même. A l'heure actuelle 
cette question est l'objet de l'étude des savants isolés ainsi que de certaines 
écoles scientifiques. Aussi faut-il interpréter les questions abordces dans ce para- 
graphe pas comme des opinions, définitives mais comme une brève revue des 
pre dont le dévelappement se trouve, à l’heure actuelle, au stade de vali- 

ation. 
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Les questions de traction et de compression excentrées étudiées 
au chap. IV concernaient les barres courtes et rigides. Ce problème 
se présente autrement lorsqu'il s’agit de barres élancées. Dans ce 
cas l’axe de la barre peut notablement se courber sous l'effet de la 
charge excentrée, et lors de la détermination des moments fléchis- 
sants il faudra tenir compte des flèches de la barre. 

Considérons une barre encastrée à une extrémité comprimée 
excentriquement (fig. 496). La barre se courbe sous l'action de la 
force P et sa flèche à la distance z de l'encastrement est y. Le moment 
fléchissant dans cette section est: 


M=P(e+f—y). 
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Par ailleurs, pour les petites flèches 
M = EJy. 
Egalant les moments, on a l'équation différentielle de la déformée 
de la barre: 
EJy" + Py= P(e+f), 
ou 
y'+ky=k(e+f), 
d'où : 
y = Ci sin kz-|- C: cos kz + e + f. 

L'expression obtenue contient trois inconnues: deux constantes 
d'intégration C, et C; et la flèche f à l'extrémité de la barre. On 
détermine ces quantités à partir des conditions aux 
limites : 

pourz—0 y-=0 et y’ =0, 
pour 2=l y=f. 
On trouve ainsi: 
1 — cos Al 
Ci=0, Co= —(e+f), fe. 
Alors, 
__ Î--cos#: 
VE os 
Déterminons le moment fléchissant : 


M=EJy" = EJere LE. 


Le moment fléchissant maximum a lieu pour 2—0. Substituant 
la valeur de k, il vient : 
SE PE ° 
cos 


Si la barre est rigide, c’est-à-dire si 5 est petit, on a Max - 


Mmax = —= 


(14.53) 


PI D> 

LC] . e. L . La EJ 
peut être essentiellement plus petite que l'unité, et le moment maxi- 
mum croît considérablement. On a un cas singulier pour la valeur 
critique de la force ?/”, lorsque 


— Pe. Dans le cas d’une barre de faible rigidité la quantité cos 


cos D —— =Ù, 
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ou 
a2EJ 
Pet = 75 TA 


Alors, même lorsque l’excentricité e est petite, comme il résulte 
de la formule (14.53), le moment fléchissant dans la barre devient 
infini. Il est clair que ce résultat n'est pas juste, puisque, quelle que 
soit la flèche, le bras de la force P n'excède pas la longueur de la 
barre ! et que le moment ne peut être supérieur à PI. Cette anomalie 
est due à ce que lors de l’établissement de l'équation de la déformée 
les flèches étaient supposées petites. 

Quoi qu'il en soit, lorsque la valeur de la force P est voisiue de 
la valeur critique, les flèches de la barre augmentent considérable- 
ment, ce qui est inadmissible pour des constructions réelles. Aussi 
faut-il poser que la force de compression de la barre reste inférieure 
à la valeur critique dans la mesure où les déplacements transversaux y 


peuvent être encore considérés comme petits et ri my" 


$ 100. Flexion composée 


Envisageons une barre rectiligne chargée par une force longitu- 
dinale et par un système d'efforts latéraux (fig. 497). Une telle charge 
est dite composée. 

Etablissant l'équation différentielle de la déformée d'une poutre, 
le moment fléchissant peut être considéré comme la somme du moment 


Fig. 497 


des efforts tranchants M}, et du moment de la force longitudinale Py. 
Alors, les flèches étant supposées petites, le moment +, (tr — trans- 
versal) ne dépend explicitement que de z et ne dépend ni de y ni 
de la force longitudinale P: 


EJy"= — Py+ Mt. (14.54) 
L'équation différentielle de la ar de la poutre s'écrit 
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d'où : 
y= Cisin kz+ C,cos kz+y°, 


où y* est une solution particulière de l’équation (14.55) dépendant 
de la fonction M4, c’est-à-dire de la charge transversale. Ainsi, dans 


Fig. 498 


le cas d’une poutre à deux appuis uniformément chargée (fig. 498), 
on a: 


Alors, 
y"+kt = 77 (2), = mr (s+u-2) : 
et, par conséquent, 
y = Ca sin kz+ Ca cos kz+ (+22) , 


Les constantes C; et C, sont choisies de manière à ce que la flèche 
y s’annule pour z—0 et z—l. Alors, 


y=phe[ (4-00 41) PE +4— cos kz+ À (12 —22)] : 


Le moment fléchissant est : 


M=Ely =+ [U—c0s 4) ÈÈE L cos k:—1] 


sin ki | 
Le moment fléchissant maximum a lieu pour 2= +: 
kl 
q 1—cos —— 
Mons = —57- - (14.56) 
Er 


Lorsque la force comprimante P est petite (k petit), cette expres- 
sion se réduit, comme il fallait s’y attendre, à 
12 
M max — & ’ 


31—522 
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c'est-à-dire que le moment maximum coïncide avec celui que donne 
la charge transversale q. 

Lorsque la force P croit, le moment fléchissant maximum croît 
rapidement. 

Pour des charges plus complexes, par exemple lorsqu'on a plu- 
sieurs efforts transversaux, il est plus difficile de déterminer les 
moments fléchissants par la méthode décrite ci-dessus, étant donné 
que le moment fléchissant dans diverses portions de la barre est 
décrit par différentes fonctions. Il est alors commode d'employer 
les méthodes approchées, moins exactes, mais plus simples. Nous 
allons maintenant envisager une de ces méthodes très répandues. 

Considérons l'expression (14.54) 


EJy" = Mir — Py. 
En l'absence de forces longitudinales cette expression s’écrit : 
EJyir = Mtr. 
Eliminant M4,,, il vient : 
EJy"= EJyir — Py. (14.57) 
Supposons maintenant que la forme de la déformée de la poutre 


soit voisine d’une sinusoïde, ceci que l'on ait ou non des efforts 
longitudinaux : 


.. . & 
y=fsin, Ytr=/fresin +. 
Substituons y el y: dans l'équation (14.57). Alors, 
2 2 
EI = Edje + PJ. 
d'où : 
LU 

jh. (14.58) 

7 Penit 
Pour d'autres modes de fixation de la poutre, on se sert souvent 


de la même formule (14.58), mais la valeur de Ja force critique est 


autre. 
En supposant les moments fléchissants proportionnels aux 


flèches, on peut écrire : 
M=—u , (44.59) 
Perit 
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Exemple 14.7. Vérifions la formule déduite sur l'exemple de la 
poutre envisagée ci-dessus avec la charge uniforme g. 
Soit la force longitudinale Ps Perit. On a alors d'après la formule 
approchée : 
M =2Mtr. 
Or, la charge transversale donne le moment fléchissant : 


12 
Mr. 


Ainsi, on a dans ce cas: 
Mmax=0,25ql2. 
Voyons maintenant ce que donne la formule exacte (14.56). 


mt 


u 
Fig. 499 


La quantité k qui entre dans cette formule s'écrit pour la valeur 


donnée de P: 
re} Perit _ _— 
EJ 2EJ 1V2° 


Alors, en vertu de l'éxpression (14.56), 


1— cos - 
212 3 
fs ee ne & 0,252. 
7 cos —— 
2 V2 


Comparant les valeurs obtenues de Mmax- on voit qu'elles coïncident pratique- 
ment. Les résultats donnés par la formule (14.59) sont moins bons lorsque les 


charges de la poutre présentent une asymétrie prononcée. comme on l’a mon- 
tré fig. 499. 
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Chapitre XV 


OSCILLATIONS DES SYSTÈMES ÉLASTIQUES 


$ 101. Principales définitions de la théorie 
des escillations 


La théorie des oscillations est une vaste branche de la physique 
moderne, embrassant une très large sphère de questions de méca- 
nique, d’électrotechnique, de radio-électricité, d'optique, etc. Une 
place particulière revient à la théorie des oscillations en vue des 
applications, notamment aux questions de résistance des machines 
et constructions. On connaît des cas où une construction calculée 
avec un grand coefficient de sécurité pour une charge statique s’est 
rompue sous l’effet de forces périodiques relativement petites. Sou- 
vent une construction rigide et très résistante est inadéquate en pré- 
sence de forces variables, alors qu’une construction identique plus 
légère et à première vue moins résistante supporte ces efforts facile- 
ment. C'est pourquoi les questions d’oscillations et, en général, 
le comportement des systèmes élastiques sous l'action de charges 
variables exigent du constructeur une attention particulière. 

Lorsqu'on étudie des oscillations, on convient de distinguer les 
systèmes élastiques en premier lieu selon le nombre de degrés de 
liberté. 

On entend par degré de liberté le nombre de coordonnées indé- 
pendantes déterminant la position du système. Ainsi, une masse 
rigide liée à un ressort (fig. 500,a) a un degré de liberté, puisque 
sa position est définie par une seule coordonnée E, comptée à partir 
d’un certain point. Il est bien entendu que ceci n’est valable que dans 
la mesure où l’on peut négliger la masse du ressort en comparaison 
de celle de la charge oscillante. Sinon, pour avoir la position du 
système à tout instant, il faudrait introduire une infinité de coor- 
données déterminant la position de fous les points du ressort élasti- 
que, et le système aurait un nombre infini de degrés de liberté. 

Si l’on néglige la masse de l'arbre, on peut dire que le système 
représenté fig. 500,b a deux degrés de liberté : il faut avoir deux coor- 
données angulaires déterminant la rotation des disques rigides. 
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Un écrou massif se déplaçant sur une vis (fig. 500,c) a un degré 
de liberté, étant donné que sa position dans l’espace est déterminée 
par un seul paramètre, par exemple par l'angle de rotation, le dépla- 
cement le long de l'axe dépendant de cet angle. 

Pour le système représenté fig. 500,d la position de la charge oscil- 
lante dans le plan de la figure est déterminée par trois variables indé- 
pendantes, par exemple par les deux coordonnées du centre de gravité 
et par l'angle de rotation de la masse par rapport au centre de gravité. 


Fig. 500 


Par conséquent. ce système a trois degrés de liberté. Disons que si 
le moment d'inertie de la masse est petit, on peut la considérer comme 
ponctuelle et admettre que le système a en tout deux degrés de 
liberté. 

Comme on le voit, le nombre de degrés de liberté est virtuelle- 
ment imposé par le choix du schéma de calcul, c'est-à-dire par le 
degré d° approximation avec lequel on considère comme nécessaire 
(ou possible) d'étudier la construction réelle. C'est pourquoi on peut 
‘souvent entendre les expressions: « considérons une poutre comme 
un système à deux degrés de liberté », ou « le problème est résolu 
en supposant que le système a un degré de liberté ». Cela signifie 
que des simplifications convenables ont été faites lors de la résolu- 
tion du problème pratique. Ayant un schéma concret, il n’est pas 
difficile de deviner quelles sont les simplifications qui s'imposent. 

Lors de l'étude d’autres systèmes oscillants on distingue des 
oscillations propres et des oscillations forcées. 

Les oscillations propres sont celles accomplies par un système 
abandonné à lui-même. Telles sont les oscillations des branches d’un 
diapason. Dans ce cas le mouvement a été imprimé par un choc. Les 
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oscillations propres durent jusqu'à ce que l'énergie communiquée 
au début du mouvement oscillatoire soit complètement dissipée 
pour vaincre les forces de frottement dans l'air et le frottement 
interne dans le métal. 

On entend par oscillations forcées le mouvement d’un système 
élastique sous l'effet de forces extérieures variables appelées pertur- 
batrices. Tel est le mouvement d’une fondation élastique supportant 
un moteur imparfaitement équilibré. Alors, le moteur est une source 
d'énergie périodiquement communiquée au système et dépensée 
pendant les oscillations forcées sous forme de travail pour vaincre 
les forces de frottement. La force avec laquelle le moteur agit sur la 
fondation est une force perturbatrice. 

L'intervalle de temps entre les deux déviations successives maxi- 
ma du système élastique à partir de la position d'équilibre s'appelle, 
comme on le sait du cours de physique, période des oscillations pro- 
pres ou des oscillations forcées selon leur nature. La période des 
oscillations se désigne par T. Son inverse est la fréquence 


V=T: 


c'est-à-dire le nombre d’oscillations en l'unité de temps. La fré- 
quence se mesure en hertz, nombre d'oscillations par seconde. 

En technique on utilise le plus souvent au lieu de la fréquence v 
la fréquence circulaire &@. qui est le nombre d’oscillations en 27 
secondes, 


==. (15.1) 


$ 102. Oscillations propres non amorties d’un 
système à un degré de liberté 


Considérons le système simple constitué par une masse et un 
ressort (fig. 501). 


dos DATE TIR EU e Pr 


Fig. 501 


Pour établir les équations du mouvement dans ce cas el dans les 
. . . . L . 
suivants. nous partirons du principe de d'Alembert qui postule 
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qu'on peut appliquer à un système accéléré les relations de la stati- 
que. à condition qu’on ait inclus au nombre des forces extérieures 
la force d'inertie, égale au produit de la masse par l'accélération 
et dirigée en sens inverse de l'accélération. Ce procédé quelque peu 
formel, qui résulte des relations élémentaires de la dynamique. pré- 
sente des avantages particulièrement pondérables lors de l'établis- 
sement des équations du mouvement d’un système à plusieurs degrés 
de liberté. 

On comptera la coordonnée E (fig. 501) vers la droite à partir 
de la position du ressort non tendu. Ce sera aussi le sens positif de 
la vitesse 


[-# 
dt 
et de l'accélération 
ce d2 
ET 


La force d'inertie est égale au produit mEË et est dirigée à gau- 
che (fig. 501). 
Pour écrire l'équation du mouvement, servons-nous de l’expres- 
sion des déplacements sous la forme canonique (cf. chap. VI): 
Er = Ou À à + O2 À 2 + +. + OpnÂ ns 
Ba = ai X 1 + dar Â 2 +... + on Â ns 
En = OniX 1 + Ôn2À 2 +». + OnnÂn. 
Dans notre cas nous n'avons qu’un seul déplacement £ et la force 
est X,——mE. 
Ainsi, 


(15.2) 


E = On (—mË). 


Le signe moins pour la force signifie qu'elle est dirigée en sens 
inverse du déplacement £. En définitive, on a l'éqnation différen- 
tielle 


ou 
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La quantité d,, représente ici le déplacement de la masse sous 
l'action de la force unitaire staliquement appliquée. Ainsi, ô:, est 
délerminée par la rigidité du ressort. En vertu de l'expression 
(5.13) élablie pour un ressort à boudin, 


. 8D3n 
. DIT 
bee PGu 
et 
8D3n 
du — GK . 


L'équation (15.3) est l'équation différentielle des oscillations 
harmoniques simples. Sa solution est : 


ë = Cisinwt+C,cos ut. 


Ci et C2 étant des constantes arbitraires dépendant des conditions 
initiales du mouvement, c'est-à-dire de la position de la masse 


Fig. 502 


s 


et de sa vitesse à l'instant £—0. L'expression de £ peut être 
également mise sous la forme 


ë = À sin (ot +), 


où les constantes arbitraires sont l'amplitude A cet l'angle de 
phase @, qui se déterminent également à partir des conditions ini- 
tiales. Le graphique de la variation de E en fonction du temps est 
représenté fig. 502. 

La période des oscillations ? se détermine facilement de la con- 
dition que, ajoutant 7 au temps t?, l'expression sous le signe sinus 
augmente de 2x, 

2x 
Lo(é+T)+çp]—{(wt +) =27; T=—. 
La quantité w est la fréquence circulaire : 
271 


= TT = 27. 
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Exemple 15.1. Quel est le changement apporté aux oscillations du 
systéme envisagé ci-dessus lorsque la masse se meut dans un plan vertical. comme 
on l'a montré fig. 503. 

Dans ce cas, il faut prendre en considéru- S 
tion le poids mg. Alors l'équation du mouve- 
ment devient: 


= ôn(— mË +- mg), 
ou 


E+ = &. 


Par conséquent, on a une équation avec second 
merabre, dont la solution cst : 


52 A sin (wt+q)+ +. 


Substituons l'expression (15.4) de la fré- 

queace circulaire : 
&= 4 sin (ot +p)+üi1mg. 

La quantité Oyyng est l'allongement du ressort 
suus l'action de la charge. Par conséquent, Fig. 503 
les oscillations ont lieu au voisinago de la 18: 
position d'équilibre statique du système. L’am- 
plitude et l'angle de phase des oscillations sont déterminés, comme aupara- 
vant. par les conditions initiales. La fréquence circulaire w est la même. 

Le résultat obtenu est général. Le poids n’altère pas le curactète des oscil- 
lations. 11 y a seulement décalage de la position d'équilibre du système. C'est 
pourquoi nous ne prendrons pas le poids en considération dans la suite. 


Exemple 15.2. Déterminer la fréquence des oscillations propres d'une 
masse concentrée située dans l'angle d’un portiquo plan (fig. 504). La rigidité 


'e 


Fig. 504 


des éléments constituants du portique est EJ. On pourra négliger la masse du 
portique en comparaison de la masse de la charge. 

La masse ne peut se déplacer qu'horizontalement, et puisqu'elle est sup- 
posée concentrée, le système a un degré de liberté. 

Déterminons le déplacement unitaire Ô,,. Appliquons à cet effet horizon- 
talement à la masse une furce unitaire (fig. 504) et construisons l'épure des 
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moments fléchissants. Faisant le produit de cette épure par elle-même. on trouve : 


213 
du= 37 - 
Alors, en vertu de l'expression (15.4), 
3EJ 
| PE Em 


Exemple 15.3. Déterminer la fréquence des oscillations propres d'une 
masse articulée, liée à une poutre élastique de rigidité EJ (fig. 505.a). 


Fig. 505 


La position de la masse oscillante est déterminée par un seul paramètre : 
l'angle de rotation œç. Par conséquent. le système a un see de liberté. Considé- 
rons le'système dévié et appliquons à la masse, en vertu du principe de d'Alem- 


bert, le moment FAT Jm étant le moment d'inertie de la masse par rapport 
à l'axe de l'articulation. On déduit des équations canoniques généralisées (15.2): 


Fa P= dun (— JM), 
d'où 


gap =0 
et 


RSS 
7 Oiilm ? 


ô1 étant l'angle de rotation imprimé à la masse par l'application d'un moment 
unitaire. 

Ici. lors de la détermination de 8,, on se heurte à une difficulté due à ce que 
le système est hyperstatique. Aussi faut-il tout d'abord déterminer les incon- 
nues hyperstatiques et construire l'épure des moments fléchissants dans le cas 
où un moment % a été appliqué à la masse (fig. 506.a). On le fait par la métho- 
de ordinaire exposée au chap. VI. On a montré fig. 506.6 l'épure finale du mo- 
ment fléchissant. Pour trouver à,,. on peut faire le produit de cette épure par 
elle-même, posant M — 1. 
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Les calculs sont plus simples si l'on fait non pas le produit de l'épure résul- 
tante par elle-même, mais son produit par l'épure du moment unitaire applique 
au système fondamental (fig. 506,c). Une telle simplification résulte de la règle 


————_— — — Ouf) 


mb su. 
1 dead. s 


de détermination des déplacements dans les systèmes hyperstatiques (cf. $ 18). 
J1 va de soi que la valeur de Ô,, obtenue par l'une et l’autre méthode est la même: 


Ainsi, la fréquence circulaire cherchée est : 


PR 
/_ 12EJ (a abs )) 
2. V 3 
D == ee Ji ; 


$ 103. Oscillations propres des systèmes avec 
amortissement linéaire 


Dans les exemples envisagés plus haut on supposait que les 
oscillations propres du système s’effectuaient sans dissipation d'éner- 
gie, c'est-à-dire en l'absence de force de frottement. Dans cette hypo- 
thèse les oscillations propres durent indéfiniment. En réalité, il 
existe toujours des forces extérieures s'opposant au mouvement des 
masses et réduisant progressivement l'amplitude des oscillations 
propres. Au bout d'un certain temps les oscillations propres sont 
complètement amorties. 

La nature des forces de résistance est diverse: résistance du 
milieu (air, cau), résistance de la couche d'huile dans les paliers. 
frottement interne entre les particules d’un métal. etc. La force 
de frottement est assez complexe et souvent sa dépendance en fonc- 
tion des paramètres du mouvement du système élastique est indé- 
terminée. Le caractère de cette dépendance ne peut être établi qu'ap- 
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proximativement. Pour plus de simplicité, on admet habituellement 
que la résistance est proportionnelle à la vitesse du mouvement. 


Fig. 507 


Ainsi, pour le système « masse-ressort » (fig. 507), établissant 
l'équation du mouvement, on inclut au nombre des forces exté- 


rieures la force de résistance aë, « étant un coefficient de proportion- 
nalité entre la force et la vitesse. 
Retournant aux équations (15.2), on a: 


E = 611 (—mË— aË), 
ou bien : 
E+ 2nÈ+wE=0, (15.5) 
avec 


__î 
ms 


La solution de l'équation (15.5) peut être mise sous la forme: 


E = Ae7"* sin (wst +), (15.7) 


2n=+, w (15.6) 


avec 
@y = V'wi— r3. (15.8) 


Il résulte de l'expression déduite (15.7) que lorsque l’amortisse- 
ment est linéaire, l'amplitude des oscillations décroît (fig. 508) 
et que la fréquence circulaire est w,. La quantité w, diffère peu de w, 
c'est-à-dire de la fréquence circulaire des oscillations propres non 
amorties, puisque n° est pratiquement négligeable par rapport 


+ 


à o°. 
Au bout du temps T = a l'amplitude des oscillations décroît 


dans le rapport: 
ent 


—— — ent. 
enC+T) 
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Comme on le voit, le rapport de deux amplitudes successives 
est une grandeur constante, ne dépendant pas du temps. Toutefois, 
ceci n’est vrai que dans la mesure où la résistance est proportionnelle 
à la vitesse de la masse. Cependant, cette proportionnalité n’est pas 


Fig. 508 


observée pour la grande majorité des systèmes oscillants rencontrés 
en pratique. La dépendance des forces de résistance en fonction de 
la vitesse et des déplacements des masses est en général plus com- 
plexe. Ceci conduit à de sérieuses difficultés mathématiques. 


Afin de pouvoir utiliser l'appareil simple des équations linéaires pour résou- 
dre les problèmes rencontrés on linéarise souvent l’amortissement, ce qui revient 
à utiliser l'équation (15.5), bien que les forces de résistance ne soient pas tout 
à fait proportionnelles à la vitesse. Le coefficient n se détermine alors expéri- 
mentalement en évaluant jenerRe dissipée lors des oscillations. 

A l'instant où la déviation de la masse de la position d'équilibre est maxi- 
mum le système à un degré de liberté a l’énergie potentielle : 


1 
Umax 1 = 5 (&iX1)mar 
ou 
? LU 
Umax = 108 — 4. 
2041 2011 


A; étant l'amplitude des oscillations. L'énergie cinétique s’annule à l'instant 
où la déviation est maximum. 
Au bout du temps 7 


A 
Umax 2 F . 
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La différence entre ces deux quantités représente l'énergie dissipée pendant 
un cycle d'oscillations. La dissipation relative d'énergie est : 


Si 42 diffère peu de 44, c'est-à-dire si 
Ao & Ay= À et A3 — Aj= AA, 
alors 


Mais lorsque l'amortissement linéaire est faible, le rapport de deux amplitudes 


successives est égal à e"T. C'est pourquoi si l'on a trouvé expérimentalement 
pour un système la différence de deux amplitudes voisines AA, on peut dire. 
en vertu de l'égalité des énergies dissipées pendant un cycle, que 


ur =1—e"2nT, 


A 


On tire de cette dernière relation le coefficient r pour l'amortissement 
linéaire correspondant, équivalent à celui donné du point de vue de la dissi- 
pation d'énergie. 

Il va sans dire que ladite linéarisation de l'amortissement n'est valable 
que dans un intervalle donné d’amplitudes et les relations observées ne s'écar- 
tant pas trop des relations linéaires approchées. Dans la plupart des problèmes 
See en pratique l'évaluation approchée de l’amortissement mentionnée 
suffit. 


$ 104. Oscillations forcées d’un système 
à un degré de liberté. Résonance 


Envisageons le cas où un système à un degré de liberté 
(fig. 509) est sollicité par une force harmonique : 


P(t)= Posin Qt, 
Po étant la valeur maximum de la force et Q@ la fréquence circu- 


laire. 
Lorsqu'on établit l'équation du mouvement de la masse il faut 


prendre en considération non seulement la force d'inertie mE et la 


résistance aë, mais aussi la force extérieure P(t), c'est-à-dire la 
force perturbatrice. 
En vertu de la première des équations (15.2), 


E— 6 [P(t) —mE— ol, 
ou . : 
E + 2nË ut = sin Or. (15.9) 
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Les notations pour nr et w sont les mêmes. 

Ainsi, on a une équation différentielle avec second membre. 
La solution complète de cette équation est la somme de la solu- 
tion de l'équation homogène sans second membre et d’une solution 
particulière de l'équation avec second membre. Pour ce qui est .de 
l'équation homogène: 


E+ 2nË + &E = 0, 


elle a été examinée au paragraphe précédent. Sa solution donne la 
loi du mouvement des oscillations propres avec amortissement. 


ré ___ 
a " Psinst 


Fig. 509 


Reste à trouver une solution particulière de l'équation (15.9). 
Posons : 


= CisinQt+ C, cos Qt, (15.10) 


Ci et C2 étant des constantes à déterminer. 

Substituant cette fonction dans l'équation (15.9), on choisit 
les constantes C; et C; de sorte que l'équation soit identiquement 
vérifiée. On trouve alors : 


C en Po ue? — Q2 
17m (a—02)+ nt ? 
c.- — Po 2n9 


Um (iQ) + Ann * 


Ayant substitué C, et C: dans (15.10). l'expression de la fonc- 
tion £* devient : 


Po 
us mm (2 —Q) sin Qt 2nQ cos Qt ] 
. Vo Ani$2e V (uw® — (22) + 4n2:2 Vu? — 02) in2Q 


Posous : 
w?— 0? 


mm = COS Ve 
À (2 — 0) Ans? Ÿ 
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Comme la somme des carrés des coefficients de sin Q£ et cos Qt 
est égale à l'unité, il est permis de poser: 


2nQ 


Ven eV 
Alors, 
F0 
E°— En sin (Qt — +). 


Comme 6 il vient en définitive: 


.— Pobis 
4 = sin (Qt —). (15.11) 
V (a) + 
Par conséquent, la solution générale de l'équation (15.9), s'écrit 
= 4e" sin (ot + q)+E*. 


On voit que dans le cas envisagé le système participe simultané- 
ment à deux mouvements oscillatoires. Le premier représente le 
mouvement oscillatoire propre, et son amplitude et sa phase sont 
déterminées par les conditions initiales. Ces oscillations sont amorties 
et s'évanouissent pratiquement au bout d’un certain temps. Le second 

mouvement oscillatoire s'opère avec la fréquence de la force pertur- 
batrice et son déphasage est . Or,ilnes ’amortit pas, mais dure aussi 
longtemps que la force perturbatrice. On dit qu'on a des oscillations 
forcées. L'amplitude des oscillations forcées est, en vertu de (15.11): 


= Podss | 
Atorcées = AE < (15.12) 
G-) + 
Le produit P,5ô:, représente le déplacement qui serait communiqué 
à la masse m si on lui appliquait une force statique P,. Par consé- 
quent, le coefficient 
1 


2 4n2Q° 
v (:- +) + 
montre combien de fois l’amplitude des oscillations forcées est plus 
grande que le déplacement statique résultant de l'application de 
la valeur maximum de la force perturbatrice. Les contraintes dans 


l'élément élastique (ressort, poutre, etc.) seront autant de fois plus 
grandes que les contraintes statiques. 


B= (15.13) 
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Le coefficient B dépend de deux grandeurs: du rapport des fré- 
quences £ et de la constante d'amortissement nr. On a représenté 


fig. 510 les courbes de B en fonction de £ pour plusieurs valeurs 
de n. 


Lorsque n — 0, c'est-à-dire en l'absence d'amortissement, la 
quantité $ devient infinie quand les fréquences circulaires des oscil- 


lations propres et des oscillations forcées coïncident £ = 1 ). 
Cela signifie qu'en de telles conditions l'amplitude des oscillations 


Fig. 510 


forcées croît indéfiniment. Lorsqu'il y a amortissement (pour 
n = 0), B reste borné, mais sa valeur passe par un maximum dans 
la zone où les fréquences coïncident. 

Le phénomène d’accroissement de l'amplitude lorsque les fré- 
quences des oscillations propres et de la force perturbatrice coïnci- 
dent est dit résonance, et la coïncidence elle-même des fréquences, 
condition de résonance. 

Le phénomène de résonance est d’une importance primordiale 
dans les calculs de résistance dynamique. Le fait est que dans la 
plupart des cas les lois de variation des forces perturbatrices ont 
un caractère périodique. Ainsi, les parties mobiles mal équilibrées 
(balourd) d'un moteur créent des forces variables périodiques. 
Un train se mouvant à vitesse constante reçoit des chocs périodiques 


32—522 
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à la jonction des rails. Les pièces des appareils installés sur des fon- 
dations vibrantes (dans un avion, une voiture) reçoivent des chocs 
à la fréquence de la fondation vibrante. On pourrait multiplier ces 
exemples. Dans tous ces cas la question se pose du degré de danger 
des forces perturbatrices pour le fonctionnement du système élastique 
et il importe de savoir si les vibrations ne sont pas trop excessives. 
car elles provoquent la destruction prématurée des appareils. 

Un tel problème se résout en premier lieu en comparant les fré- 
quences des oscillations propres et de la force perturbatrice. Si ces 
fréquences sont nettement différentes, on peut être sûr qu'il n’y 
aura pas de résonance et que les conditions de fonctionnement des 
éléments élastiques sont favorables. Il est alors possible de calculer 
sans difficulté l’amplitude des oscillations forcées sans connaître 
a priori la grandeur de la constante d'amortissement r. Comme on 
le voit fig. 510, les courbes B diffèrent notablement l’une de l’autre 
seulement dans la zone de résonance. Dès que la fréquence Q est 
une fois et demie ou deux fois plus grande ou plus petite que ©. 
on peut poser que les courbes tracées coïncident pratiquement et 
la constante d'amortissement r n'intervient pas. On peut la poser 
égale à 0, ce qui renforce le coefficient de sécurité. Alors, l’expres- 
sion (15.12) donne: 


1 
B= + em (15.14) 


wi 


Si le coefficient B a été trouvé, les contraintes dans les éléments 
élastiques du système oscillant se déterminent facilement : 


O = Cet, (15.15) 


Ost étant la contrainte qui aurait lieu dans le système lors de l'appli- 
cation statique de la valeur maximum de la force perturbatrice. 
S'il y a lieu, on pourra faire d’après la contrainte o le calcul à l'en- 
durance des éléments les plus contraints. 

S'il résulte de la comparaison des fréquences Q et w qu’il y a dan- 
ger de résonance, on s'efforce en modifiant la construction, selon les 
circonstances, de changer telle ou telle fréquence. Alors, le plus 
avantageux est de changer les fréquences de manière à augmenter 


le rapport 2 pour réduire (comme on le voit fig. 510) au maximum 


le coefficient B. Le plus simple, à cet effet, est d’assouplir la suspen- 
sion, c'est-à-dire de réduire la rigidité des éléments élastiques du 
système oscillant. Si, en vertu des circonstances, le constructeur 
n'a pas la possibilité de varier les fréquences, lorsqu'il y a danger 
de résonance, le plus simple est d'amortir le système, c'est-à-dire 
d'installer des dispositifs élevant la dissipation de l'énergie pendant 
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les oscillations. La constante d'amortissement n croît alors et l’am- 
plitude dans la zone de résonance est réduite, le rapport des fré- 
quences étant le même (cf. fig. 510). 

Lorsque la force perturbatrice est appliquée, l'amplitude des 
oscillations forcées déterminée par la formule (15.12) n'atteint pas 
sa valeur d'un coup. Ii faut un temps plus ou moins long pour 
« animer » Je système. Ceci étant, un état de résonance fugitif ne 
présente pas généralement de danger pour les constructions, car 
l'amplitude n'arrive pas à prendre une grande valeur en un laps 
de temps court. 


Exemple 15.4. Sur deux poutres (fig. 511) a été établi ua moteur doté 
d’une masse tournante mo (mog — 40 kgf) présentant du balourd. La distance 
du centre de gravité de la masse à l'axe de rotation est r — 0,1 cm. La vitesse 


ÿ 
= 174 


Nm l 


Fig. 511 


de rotation est r — 3 000 tr/mn. Le poids du moteur est 180 Ezf, la longueur des 
poutres en U n°12 (cf. tableau de l'appendice) est I = 1,5 m. Pour la section 
e chaque poutre J, — 346,3 cmt. 
On demande de vérifier la construction à la résonance. 
La fréquence de la force perturbatrice est égale à la vitesse angulaire de la 
masse mo. On a: 


3000 
=— = 1 = 
Q= 60 2nx = 314 3-1. 


Déterminons la fréquence des oscillations propres du système en négli- 
geant la masse des poutres : 


{ 
Vôum 


Trouvons d'abord 6; en multipliant l'épure unitaire (fig. 511) par 
elle même : 


ME 


13 


ne ASE 27, * 


32* 
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Puis on a pour w: 


48E-2J, 
3m 


Comme on le voit, les fréquences coïncident pratiquement, c'est-à-dire 
que le système est susceptible de résonance. L'issue la plus simple est de rem- 
pie le profilé par un autre, c'est-à-dire de changer la rigidité des poutres EJ. 

l'est commode alors d’alléger la suspension et de prendre un numéro plus petit. 

Prenons, par exemple, la poutre en U n°8 (J, = 89,4 cmt). On a alors pour 
la fréquence des oscillations propres: 

& — 166 s-1, 


Cette fréquence diffère déjà notablement de celle Q de la force pertur- 
batrice. Aussi peut-on, négligeant l'amortissement, calculer le coefficient B 
d'après la formule (15.14), 


MES = 311 s°1, 


pue 
1663 
Choisissant le signe de manière à ce que $ soit positif, on a: 
B=— 0,388. 


Déterminors ensuite la valeur maximum de la force perturbatrice : 
Po =moQ?r — 402 kgf. 
La contrainte dans ces poutres sous l'action de cette force appliquée 
statiquement serait : 
M Pol 402-150 


ER a = 2 
Ost 2Wx; = BW, 5-24 336 kgf/cm?, 


où 22,4 est le module de résistance d'une seule poutre en U n°8. La contrainte 
lors des oscillations forcées est : 
o—=081B=—131 kgf/cem?. 

Ces contraintes variables s'ajoutent aux contraintes constantes du poids 

propre du moteur mg= 4180 kgf : 
: mgl 180-150 

st" 8Wx 8:22,4 

Par conséquent, calculant la poutre à l'endurance ï1 faut poser que le 
cycle de contraintes a les caractéristiques nominales : 

Om—=150 kgf/cm? et o,=131 kgf/cmi. 


ü = 150 kgf/cm2. 


Exemple 15.5. Pour mesurer les vibrations au bord d’un avion robot 
on utilise un capteur constitué par une masse établie sur une fondation vibrante 
au moyen d'un ressort (fig. 512). La masse est reliée au curseur d’un potentio- 
mètre. Les signaux du potentiomètre sont convertis en impulsions radio-élec- 
triques captées par une station télémétrique terrestre. On demande de choisir 
les paramètres du capteur de manière à retransmettre le plus fidèlement possible 
les amplitudes des oscillations mesurées. 

Nous admettons que les oscillations de la fondation sont harmoniques d’am- 
plitude 4, et de fréquence Q : 


Eo = 40 sin Qt. 
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Négligeant la résistance, on peut écrire, comme d'habitude, 


&— Lo = ô11 (— mb), 
E étant le déplacement de la masse, E—E, la variation de la hauteur du 


ressort. 
Ainsi, ayant substitué Es, on a l'équation différentielle : 


EH o?E = Ayo sin Q+. 


Fig. 512 


La solution particulière de cette équation correspondant aux oscillations 
forcées de la masse est : 


E*— = sin Qt = AB sin Qt. 
i= 


wi 


Le potentiomêtre étant relié à la fondation vibrante, le capteur enverra 
des signaux proportionnels à la différence entre £o et E*, 


Eo—E* = 40 (1—B) sin Qt. 


On voit à présent que pour que la loi de variation transmise Ce 2 
ne le plus proche possible de la loi de variation des oscillations propres de 
a fondation: 


Ee=4osin Qt, 


il faut que le coefficient B soit le plus petit possible en valeur absolue. Ceci a 
lieu lorsque la fréquence des oscillations propres de la masse w est petite par 
rapport à la fréquence de la fondation Q, ce qui n'est pas difficile de prévoir 
lors du projet du capteur. 


Exemple 15.6. Déterminer les états de résonance lorsque la force per- 
turbatrice obéit à la loi représentée fig. 513. 

Développons la fonction périodique représentant la force perturbatrice en 
série trigonométrique: 


P=a9+4 cos e +03 cos +... 
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Les coefficients de Fourier 4, a1,... sont donnés par les intégrales : 


T 
= | Par a=+ | P cos = dt ; 
0 
T 
2 Ant 
a=+ | P cos 7 di 
0 


On a en définitive: 


14 2 2nt 2 Gxt 2 1Ont 
PP [g+s cos ge cos pen cos pe — …]. 


{1 faut maintenant trouver une solution particulière de l'équation 


Etott= Po [+ cos Pt — |. 


Cetto solution particulière est : 


ñ T Sn 
ie 


Sous l'effet de la force extérieure perturbatrice périodique, on voit qu'on 
a un mouvement oscillatoire complexe qui est la superposition d'une série 


EP + 


Fig. 513 


d'oscillations harnoniques. L'amplitude de chaque composante harmonique 
dépend de la période de la force perturbatrice T. : 

Li conditions de résonance ont lieu pour une série de valeurs successi- 
ves de T7: 


$ 105. Oscillations de systèmes à plusieurs degrés 
de liberté 


Jusqu'à présent, nous avons considéré des systèmes à un seul 
degré de liberté, et nous avons vu sur des exemples que la caractéris- 
tique fondamentale d’un système oscillant est la fréquence de ses 
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oscillations. Le degré de danger de résonance et la grandeur des con- 
traintes lors d'oscillations forcées dépendent de la fréquence des 
oscillations propres. Voyons à présent comment on détermine le 
fréquence des oscillations propres lors- 

qu'on a plusieurs degrés de liberté. _ mi Me 

Considérons l’exemple simple de 
la fig. 514. Si l'on néglige la masse 
de la poutre et si l’on considère les 
charges comme étant concentrées, le 
système aura évidemment deux degrés 
de liberté. 

Désignons par E, le déplacement 
de la première masse et par E, celui 
de la seconde. On déduit des équa- 
tions (15.2): 


Ei = On (—miË) + O2 (— m2), } (@) 


E2 = 21 (—miË,) + O22 (— mË; . 
(45.16) 


Au lieu d’une équation différen- 
tielle, nous avons à présent un système de deux équations portant 
sur &, et &.. L'application d’une force à la première masse ayant 
pe res de déplacer la seconde, ces deux équations sont liées 
12  V). 
; Nous allons chercher la solution des équations (15.16) sous la 
orme : 


E= À sin (of +), E2= 42 sin (ot +). . (45.17) 
Ayant substitué ces fonctions dans les équations (15.16), on 
obtient un système de deux équations homogènes par rapport à À, 
et À : 
Ai (O7, — 1) + Azdsam2o = 0, } 
A1021m4,07 + A2 (022Mm20% — 1) = 0. 


Ce système aura une solution non nulle si son déterminant est nul : 


(15.18) 


Gym? —1 O2m20? 
OUT S O22m2003 —1 
uu, puisque Ôj2 = O1 


MM (O1 022 — O2) — 1 (Bsa7Ms + Ozam2) + 1 = 0. 
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Cette équation détermine deux valeurs pour la fréquence des 
ostillations propres : 
O1ams + Orema + (Ormes — Osema)i + Amimads | (15.19) 
2mim3 (011022 — Ofa) 
Dans l'exemple envisagé, 641, 622 et 612 se déterminent en faisant 
le produit des épures unitaires (fig. 514): 


AIS 7is 
Our = O2 = Gpy r ie Ônu = ET : 


oœ? = 


Posons encore pour la simplicité m—m,—m. On a alors: 


_ GET ,_ SE 
D Sms? 3 En 


Si le déterminant du système d'équations est nul, l’une des équa- 
tions se déduit de l’autre par combinaison linéaire. Dans notre cas, 
donnant à la fréquence w une des valeurs indiquées, on annulele 
déterminant et l’une des équations (15.18) peut être considérée 
comme conséquence de l'autre. Aussi n’avons-nous pas en fait deux 
équations, mais une seule qui permet de déterminer le lien entre 
A1 et 4,. Prenant, par exemple, la première équation et y substi- 
tuant w? à of, on a pour M = Ms = M: 


A2 = + 41. 
Si l'on substitue w?, on aurait 
A2= — À. 


Par conséquent, les fonctions (15.17) ont pour expressions : 
pour © =—=40ws, 
b= 4 sin (oit+®), E2= À sin (ot +), 
pour © —(@2, 
bi= À sin (@t+q), &2= — À sin (wit +ç). 
Par conséquent, il existe pour un système à deux degrés de liberté 
deux formes d’oscillations. Pour la plus petite fréquence les masses 
mu et m, oscillent en phase (fig. 515,a), étant donné que les amplitu- 
des ont le même signe. Pour la deuxième forme d'’oscillations (fré- 
uence &2) les amplitudes ont des signes différents. Les oscillations 
s'effectuent en opposition de phases. La forme d'’oscillations est 
montrée fig. 515,b. 
On peut à présent au moyen des deux fonctions trouvées former 
la solution générale du système (15.16): 


E1 = À sin (out + ps) + B sin (rt + P2), 
Ë2= À sin (it +q — © sin (@zt + 2); 
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les constantes À, B, mp, et 2 étant déterminées par les conditions 
initiales, c'est-à-dire par les vitesses et les positions des deux masses 
à un instant donné. 

Ainsi donc, un système à deux degrés de liberté possède deux 
fréquences propres. Un système à trois degrés de liberté aura respec- 
tivement trois fréquences propres. Pour les déterminer, il faudra 


Fig. 515 


à présent résoudre non pas une équation du second degré, mais 
du troisième. Ainsi, chaque nouveau degré de liberté complique 
le problème. 


Exemple 15.7. Déterminer les fréquences des oscillations propres 
d'une masse concentrée m suspendue à un portique en forme, de l (fig. 516). 
La rigidité des éléments à la flexion est £J et & la torsion GJr. 


eee, 


"Que: Uirrss = 


4 


DD 


E 


Fig. 516 


Le système a trois degrés de liberté. Les équations du mouvement sont : 
E1= — O11mE — OyomËs — Oiynbs, 
La — 29m È1 — demEa— OrgnËs, 
Es = — daymEs — 652mE2 — OsymËs. 
Multipliant les épures unitaires (fig. 516), on trouve : 
ES 12 
ôu=-Err Ôn=-g: b5=0, 


41s 2 1 
eg e duo dub (ir+r). 


ô22= 
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Comme Ô13—623—0, la troisième équation est indépendante de deux 
premières : 


E= —môyiE— mô2E2, 
Ea= —môg;Ë —môgeËz. 
Es= — ms. 


Les fréquences w, et ws se déterminent par la formule (15.19) eu substi- 
tuant dit O2, Ôz2 et m=mMm=m: 


6EJ 6EJ 
= (5—3 V2), = Tnls (5+3 V2). 
La troisième fréquence : 


Exemple 15.8. Déterminer la fréquence des oscillations de torsion 
pro d'un arbre ayant trois volants, le moment d'inertie de chacun d’eux 
tant J (fig. 517). 


Fig. 517 


. Le système a trois degrés de liberté, mais seulement deux degrés oscilla- 
toires, pau l’une des coordonnées détermine la position du système comme 
un tout rigide. Soient q;, p2 et p, les angles de rotation des volants. On aura 


respectivement les moments d'inertie Jp. Jp et J9s avec, évidemment, 
Tps= — JP1— JPa. (15.20) 

Ecrivons ensuite les équations 
Pi— Qa= — 6117 P1 - BteJ Pa. | 


. 5 (15.21) 
We Pa — 61/41 -ÿs2/Pe. 
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les coefficients Ôi1, Ô12 et 022 étant obtenus en multipliant les épures (fig. 517) 


21 
bu= TT, » 12 du — 


4 
GT, 
On cherche la solution des équations (15.20) et (15.21), sous la forme: 
Pi = A; sin (+), 
Pa = A2 sin (@t+ @p), 
Ps = 43 sin (of +). : 
Ayant substitué ces fonctions dans les équations (15.20) et (15.21), on a: 
Ai+ 43+43=0, 
Ai (31/02 —1) + 42012702 + 48 =0, 
Ada1702+ 43 (0227 02 — 1) + 43 = 0. 
Annulons le déterminant du système 
1 4 - 1 
duJw2—1 Gao? 1|[—0, 
ds1J 03 G22J02—1 1 
d'où l'on tire, après substitution de Ôi1, Ô12 et 029 
GJh 367, 
= = 


Les lois de variation des déplacements angulaires correspondant aux deux 
formes d'oscillations de l'arbre sont représentées fig. 518. 


Fig. 518 Fig. 519 


Exemple 15.9. Déterminer la fréquence des oscillations propres de la 
carrosserie d'une voiture automobile (fig. 519), en se bornant à considérer les 
déplacements verticaux et angulaires de la masse dans le plan du dessin. La 
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masse de la carrosserie est m, son moment d'inertie par rapport à l'axe trans- 
versal passant par le centre de gravité (c.d.g.) est J. 

Les caractéristiques des ressorts sont linéaires : 

P 
MS ms 

c1 et c2 étant les coefficients de rigidité donnés des ressorts. Le centre de gravité 
est indiqué sur le dessin. 

Le système a deux degrés de liberté. Désignons par E le déplacement verti- 
cal du centre de gravité et l’angle de rotation de la carrosserie par q. 

On a les équations du mouvement : 


E= — 615mE — 61279, 


P= — O21ME— 622/P. 


Pour déterminer les coefficients Ô:1, 012 et Ô22 on cherche les efforts dans les 
ressorts sous l’action des facteurs de force unitaires (fig. 519). Puis déterminant 
les déplacements et les angles de rotation de la carrosserie sous l’action de ces 
facteurs de force. on a: : : 

b a 


= rit: 
9 a 
Fey lo 


1 1 
Gr2= Tic cs 


21 = O2 = 


Les fréquences sont déterminées par la formule (15.19) dans laquelle m, doit 
être remplacé par m, et m2 par J. 


$ 106. Oscillations longitudinales d’une barre homogène 


On a vu plus haut que l'étude des oscillations d’un système 
à n degrés de liberté se ramène à la résolution d'un système de n 
équations différentielles compatibles. Lorsque r — co, c'est-à-dire 
pour un système à masses réparties, il y a transformation qualitative 
de cette loi et on aura à résoudre une seule équation, mais aux déri- 
vées partielles cette fois-ci. 

Comme exemple de système simple à masses réparties considé- 
rons une barre homogène prismatique qui est parcourue par des 
oscillations longitudinales (fig. 520). 

Soit p la densité massique du matériau de la barre. La masse d'un 
élément de longueur dz est alors: 


dm = pF dz. 


Si l’on désigne par w le déplacement axial d'une section, consi- 
dérant les conditions d'équilibre de l'élément dz, on a facilement : 
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Par ailleurs, l’allongement de l'élément est : 


ôw N 
Eliminant N dans les deux équations déduites, il vient : 
dw _ pd2w 
A = For" (15.23) 


Par conséquent, on a obtenu une équation dans laquelle l'incon- 
nue w est une fonction de deux variables indépendantes: z et t. 
Cherchons la solution sous la forme: 


w—Zsinoé, 


Z étant une fonction de la seule variable z. 
Ayant substitué w dans l'équation (15.23), on a: 


az 2 
+ 20, 
d'où 
Ds = 
Z=Asin)/ PE: Bcos V/ Le 3. (15.24) 


Les constantes À et B doivent être déterminées par les conditions aux 
limites de la barre. Ainsi, si la barre est libre à une extrémité, on 


56 n+ az 
— 
Z de 
dz l 
Fig. 520 
a en cette extrémité V = 0 et, en vertu de (15.22), & L 2 = (. 


Si l'extrémité de la barre est fixée rigidement, on a w — Z = (0. 
Supposons la barre fixée à son extrémité gauche et libre à droite 
(fig. 521). On a alors Z—0 pour z—0 et =0 pour z=Ù. Par 
conséquent : 
= CE 
B=0, Acos/ P1—0. 


T1 résalte de cétte dernière expression qu'on a ou bien A—0, 


ou bien cos/ PE 10. Dans le premier cas on a pour w une 
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solution nulle ne présentant pas d’intérêt. Dans le second cas 


ol += (2r—1), 


n étant un entier arbitraire. On en déduit une série de fréquences 
des oscillations propres longitudinales de la barre : 


FE 
ont À. (15.25) 


Ainsi, la barre possède une infinité 
de fréquences des oscillations propres. 

Ces fréquences peuvent donner lieu à 
des états de résonance. La plus petite 
fréquence, appelée fréquence du mode 
fondamental, est : 


EL E 
07 À. 

Substituant © (15.25) dans l'expres- 
sion (15.24), on peut déterminer les 
formes des oscillations correspondant 
à diverses valeurs de n: 

Z=A sin DE : 


(22—1)1z 
21 


w = À sin sin ot. 


Les modes des oscillations sont donnés fig. 521. L'apparition de 
tel ou tel mode d'oscillations est déterminée par les conditions ini- 
tiales d’excitation des oscillations propres. 


$ 107. Oscillations transversales d’une poutre 


Considérons les oscillations transversales d’une poutre de section 
constante F (fig. 522). La masse d’une portion de poutre de longueur 
dz est: 

dm —=pF dz, 
p étant la densité du matériau. 

Désignant par y le déplacement transversal, on trouve la force 

d'inertie par unité de longueur de la poutre, 


g= —pFy. 
On a pris le signe moins parce que la charge q est dirigée dans 
le sens inverse de la flèche. Mais on sait (chap. IV) que: 


$ 107) Oscillations transversales d’une poutre 511 


Nous avons donc l'équation des oscillations transversales d’une 
poutre : à nee 
dy, pF 9y _ 

Pen EJ se — 0. (15.26) 


Comme pour les oscillations longitudinales, nous chercherons la 
solution sous la forme: 


y= Zsinot. 
On a après substitution : 
ZI) _oiZ=0. (15.27) 


__ pfu? 
= 
L'équation (15.27) a pour solution : 
Z = À sin az + B cos az + 
+Cshaz+Dchaz. (15.29) 
Les constantes À, B, C, D doivent 
être déterminées à partir des condi- 
tions aux limites. 


Supposons que ls poutre soit arti- Fig. 522 
culée à ses extrémités, comme sur 


la fig. 522. Alors à chaque appui la flèche y et le moment flé- 
chissant EJ a s’annulent. On a donc les conditions aux limites : 


(15.28) 


pour 2=0, Z=0 et F2=—0, 
dz 
pour z=Ù, Z—0 et as = 0. 


Il résulte des deux premières conditions que B=D=—0. Les deux 
autres donnent : 


Asinai+Cshal=0, 
—Asinal+Cshal=0. 
Annulons le déterminant de ce système : 
sinal shal 
—sinal shall ” 
ou 
sin al.shal=0. 
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Or, le sinus hyperbolique s'annulant seulement pour al =0, il reste : 
sinal=0, al=nn, 


ou, compte tenu de la notation (15.28), 
nn RE 
= V +: 

On voit que dans les cas des oscillations de flexion on a aussi 
une infinité de fréquences, mais, à l’encontre.des oscillations longitu- 
dinales, les fréquences sont proportionnelles non pas aux entiers mais 
à leurs carrés. 

La forme de la déformée de la poutre parcourue par des oscilla- 
tions transversales est déterminée par l'expression (15.29). Comme 


B=C=D=0, et a=+, on a: 


Z=Asn. 


Lorsque les oscillations s'effectuent dans le mode fondamental 
la poutre se courbe en demi-onde de sinusoïde. Lorsque x = 2 on 
a deux demi-ondes, pour nr — 3 trois demi-ondes, etc. (fig. 522). 
Conformément à ces fréquences, des états de résonance peuvent avoir 
lieu en présence de forces extérieures périodiques. 

Pendant les oscillations propres les amplitudes des divers modes 
sont déterminées par les conditions initiales, c'est-à-dire qu'elles 


Fig. 523 


dépendent du procédé d’excitation. Si les oscillations sont produites 
par un choc, on entend des oscillations sonores de différents timbres 
selon l'endroit de la poutre frappé. Ainsi, si le choc a eu lieu au 
milieu, c'est le mode fondamental des oscillations qui a la plus gran- 
de amplitude ainsi que les modes comprenant un nombre impair 
de demi-ondes. Si l'on frappe au voisinage d’un appui, les modes 
à nombre pair de demi-ondes interviennent primordialement et le 
timbre du son est autre. 


Exemple 15.10. Déterminer la fréquence fondamentale des oscillations 
propres de la poutre console homogène (fig. 523). 
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Pour la fonction Z (15.29) on a les conditions aux limites: 
pour z=0 Z=0 et 20. 
A l'extrémité de la barre (:=1) le moment fléchissant et l'effort tranchant 
sont nuls. Par conséquent, 


PE =0 et F7 =0. 
On a ainsi les quatres équations : 
B+D=0, 
A+C=0, 
— A sinal—B cosal+Cshal+ Dchal=0, 
— A cos al+ B sinal+Cchal+D shal=0. 


Egalons à 0 le déterminant de ce système : 


0 1 0 1 
1 0 1 0 0 
—sin al — cos al shal cha! ' 
— cos al sin al cha! sh al 
d'où: 
chal cos al = —1, (15.30) 
La plus petite racine de cette équation est: 
al=1,875. 
Compte tenu de l'expression (15 28), on a la fréquences du mode fondamental : 
21/2 
_ BA pF ” 


Pour déterminer les fréquences supérieures, il faut calculer les racines cor- 
respondantes de l'équation (15.30). 


$ 108. Méthodes de caleul approché des fréquences 
des oscillations propres des systèmes élastiques 


La pratique du calcul des systèmes élastiques du point de vue 
des oscillations montre que dans la plupart des cas les simplifications 
introduites dans les problèmes examinés précédemment sont inaccep- 
tables. Ainsi, la plupart du temps, les masses propres des liaisons 
élastiques (des poutres, arbres) sont du même ordre que les masses 
associées. Quant à ces dernières, on arrive rarement à les considérer 
comme concentrées. D’ordinaire, dans la pratique des calculs, on 
a affaire à des poutres ou des arbres de rigidité variable, la réparti- 
tion des masses étant non uniforme. Dans ces conditions la détermi- 
33—522 
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nation des fréquences des oscillations propres par les méthodes expo- 
sées ci-dessus est pénible et la solution approchée est préférable. 
Ci-dessous nous examinerons la méthode de Rayleigh, la plus répan- 
due des méthodes de calcul approché. 

Envisageons un système oscillant constitué, par exemple, d’une 
liaison élastique (d’une poutre) et de plusieurs masses associées 
(fig. 524). La masse de la poutre elle-même peut aussi être incluse 
par parties au nombre de ces masses. 


Considérons le mode fondamental d'oscillations et supposons que 
les oscillations de toutes les masses soient en phase. Ecrivons l'oscil- 
lation de la i-ième masse sous la forme: 


Yi = Ai sin (of +). 
La vitesse de la i-ème masse est : 
ÿi = Aw cos (wt + p). 


A l'instant où toutes les masses passent par la position d’équi- 


libre, y: s'annule et la vitesse y; passe par son maximum. Ceci 
étant, l'énergie cinétique du système passe aussi par son maximum : 


L'énergie potentielle élastique du système est alors nulle. 

A l'instant où les déviations des masses de la position d'équilibre 
sont maxima, l’énergie cinétique s’annule, mais, en revanche, l’éner- 
gie potentielle de la poutre fléchie est maximum. Soit U cette érter- 
gie. On peut écrire, en vertu de la conservation de l'énergie: 


n 
a >> miAî = U, 
d'est 
ou 
FR (15.31) 


n : 2 
> m,Ai 
i=1 
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Pour calculer au moyen de cette formule la fréquence, il faut 
connaître la forme de la déformée de la poutre. Cependant, la défor- 
mée ne peut être déterminée que par la solu- 
tion de son équation différentielle, c'est-à-dire : 
par des méthodes précises exigeant de gros 
calculs. Il semblerait que la méthode énergéti- 
que de détermination de la fréquence des 
oscillations propres ne donne pas d'avantages. ; 
Mais, aussi bien que pour la détermination 
des forces critiques (chap. XIV), il est pos- 
sible ici de déterminer la fréquence w non pas 
pour la déformée de la poutre, mais pour 
une ligne qui en diffère peu. Alors la fré- 
quence calculée au moyen de la formule 
(15.31) diffère peu de sa valeur exacte. 


Fig. 525 
Exemple 15.11. Déterminer par la méthode ie 
de Rayleigh la plus petite fréquence des ostillations 
propres longitudinales d'un système constitué d'une barre et d'une masse 
associée m (fig. 525). La masse de la barre est mo, sa longueur !, sa rigidité 
à la traction EF. 

Supposons que le déplacement w pour différentes sections de la barre soit 
une fonction linéaire de = (fig. 525), 


w=A—, 


et calculons dans cette hypothèse la fréquence © d'après la formule (15.31). 
L'énergie potentielle de la barre tendue est 


M 
 & 1° 
Par conséquent, 
1 
=— A3 
U PT: A2EF 


n 

Déterminons ensuite 9) m;Aî. Cette somme doit être calculée aussi blen 
it 

pour la barre que pour la masse associée : 


n u 
Y mAi= ( © (44) atma. 
{mi 0 
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La quantité me sous le signe d'intégration est la masse d'un élément 


de la barre de longueur ds, et À + , le déplacement de cet élément. On trouve 
d'après la formule (15.34) : 


wt=— Er (15.32) 


TH) 


Si la masse de la barre est petite, on a: 


EF 
Prune 


Dans certains cas la quantité _ mo de l'expression (15.32) est interprétée 


comme la masse réduite, et + comme le coefficient de réduction, montrant quelle 


pue de la masse du système élastique doit être associée à la masse oscillante 

ondamentale pour tenir FORpE de l’inertie de l'élément élastique, dans notre 
cas de la barre. La grandeur du coefficient de réduction dépend des particula- 
rités du système et, dans une faible mesure, de la loi de répartition des déplace- 
ments adoptée dans l'élément élastique. 


Exemple 15.12. Déterminer le coefficient de réduction d'une poutre 
console avec une masse à son extrémité (fig. 526. a). 


Fig. 526 Fig. 527 


Admettons que la déformée de la poutre oscillante soit approximative- 
ment la même que lorsqu'elle est statiquement chargée à son extrémité 
(fig. 526. b). Dans ce cas: 


EJy=P pl À 
eo Po 


Introduisant une constante indéterminée À, on a: 


y=A(S—31:?). 
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Calculons ensuite : 


n ul 
D ru At= my + 0. 43 (s3— 32) de, 
{ani 0 


n 
D mAÎ= 4411 (n+ me) ; 
imi 

Le coefficient ae réduction est donc 33/140. 


Exemple 15.13. Déterminer par la méthode de Rayleigb la plus petite 
fréquence des oscillations propres d'une poutre de rigidité variable (fig. 527) 
avec trois masses associées. On pourra négliger la masse propre de la poutre. 

Supposons que la déformée de la poutre oscillante puisse être représentée 
par la fonction: 

. 
y = Asin FT 


L'énergie potentielle de la poutre fléchie est : 


at t 
1 n\s zu 
ee °2 dz: = al 102 — 
U 5 [Eu es [æ(i) sint À ds+ 
0 


2t 
ar \2 H104 
( n Pses in? — dz 
REA (5) sint de. 


Après l'intégration : 


Puis, 


D'après la formule (15.31) : 
2_ EJnét (5 1 
= a + —). 
384l5m \ 2 +) 

Dans un certain nombre de cas, on assimile à la déformée de la 
poutre celle obtenue par application au système de plusieurs forces 
statiques P; — mg. Alors l'énergie potentielle U peut être repré- 
sentée comme la somme des travaux de ces forces sur les déplace- 
ments correspondants À, c’est-à-dire 


n 
U =+ D PiAi. 


i=1 
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La formule (15.31) devient alors 
n 


> PiAi 
@=g ie —, (15.33) 
S PiAÎ 
1=1 
A; étant la flèche au i-ième point provenant du système de forces P.. 
Sur la base de l'expression (15.33) peut être proposée une méthode 
d'approximations successives pour la détermination des fréquences 
des oscillations propres. Envisageons l'exemple suivant. 


Exemple 15.14. Déterminer la fréquence des oscillations propres d'un 
arbre à gradins supportant deux disques massifs de 1 300 et 2 000 kgf (fig. 528). 


Fig. 528 


Pour pouvoir utiliser l'expression (15.33), il faut déterminer la forme de la 
déformée de l'arbre. Adoptons en première approximation la forme de la défor- 
mée de l'arbre chargé statiquement par les deux forces données et par son poids 
propre. Puisque la rigidité de l'arbre varie à plusieurs reprises dans sa longueur, 
la détermination de la déformée par les méthodes analytiques décrites au 
chap. IV présente des difficultés considérables. Dans des cas analogues on a alors 
recours à la méthode graphique ou à l'intégration numérique. Cette dernière 
inéthode est actuellement la plus usitée et nous l'appliquerons. 

Prenons en premier lieu le « pas » d'intégration le long de l'arbre Az = 
= {0 cin, découpant l'arbre longitudinalement en trente parties. Le poids propre 
de l'arbre sera représenté sous forme de forces concentrées appliquées à ces 
sections. en incluant dans chaque force le poids de cinq centimètres d'ar- 
bre de part et d’autre de la section. Le poids spécifique du matériau est 


7.8-10-% kgf/emS. En outre, on calcule pour chaque section EJ = E en 


(E = 2:-106 kgf/cm?). Nous réunissons les résultats des calculs dans le 
tableau 11. 

Nous déterminons ensuite dans chaque section la grandeur du moment 
fléchissant /; comme la somme des moments de toutes les forces situées d’un 
même côté de la section. Il est clair qu'on trouvera alors les réactions des appuis. 
Dans notre cas. la réaction de l'appui gauche est égale à 2 226,9 kgf et celle 
droite à 2 076,1 kgf. Après des calculs non compliqués on remplit la qua- 
trième et la cinquième colonne du tableau 11. 
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Tableau 11 
_ I M 4 
. EJ° Pi, M,, LE + > 
:, cm Es xet vetcm| EJ ‘em LES u*, cm y, cm 
0 16,366-10-11) 412,2 0,0 0 0 0 
10 |6,366 24,5| 22100! 0,141-10-5| 0,141-10-4) 0,141-10-3 | 7,42.10-3 
20 16,366 24,5| 44000] 0,280 0,421 0,562 14,57 
30 |6,366 24,5| 65700] 0,418 0,849 1,411 21,29 
10 |5.277 26,9] 87100! 0,460 1,309 2,720 27,55 
50 [5,277 26,9 | 108300] 0,571 1,880 4,600 33,23 
60 |5,277 26,9 | 129100! 0,681 2,561 7,161 38,24 
10 |5,277 26,9 | 149700! 0,790 3,351 10,512 42,45 
80 |2,602 38,2 | 170100]! 0,443 3,794 14,306 46,23 
90 12,602 38,2 | 190000| 0,494 4,288 18,594 49,50 
100 |2,602 1338,2 | 209600| 0,545 4,833 23,427 52,24 
110 |2,602 38,2 | 215800]! 0,562 5,395 28,822 54,41 
120 |2,602 38,2 | 221600] 0,573 5,972 34,784 56,01 
130 |1,255 55,0 | 227000! 0,285 6,257 41,041 57,3 
140 12,602 38,2 | 231900] 0,603 6,860 47,90t 58,03 
150 12,602 38,2 | 236400] 0,615 7,475 55,376 58,12 
160 |2,602 38,2 | 240500] 0,626 8,101 63,477 57,58 
170 |2,602 2038,2 | 244200] 0,635 8,736 72,213 56,41 
180 |2,602 38,2 | 227600] 0,592 9,328 81,541 54,65 
190 2,602 38,2 | 210600! 0,548 9,876 91,417 52,34 
200 12,602 38,2 | 193100] 0,502 10,378 101,795 49,53 
210 |3,064 35,1 | 175300] 0,537 10,915 112,710 46,18 
220 |3,064 35,1 | 157200] 0,482 11,397 124,107 42,35 
230 |3,064 35,1 | 138800] 0,425 11,882 135,929 38,10 
240 | 3,064 35,1 | 120000! 0,368 12,190 148,119 33,47 
250 |3,064 35,1 | 100900! 0,309 12,499 160,618 28,54 
260 |3,064 35,1! 81500] 0,250 12,749 173,367 23,36 
270 ‘6,366 24,5| 61700] 0,393 13,142 186,509 17,78 
280 16,366 2%,5| 41600! 0,265 13,407 199,916 11,9 
290 |6,366 24,5| 20600! 0,131 13,538 213,454 5,97 
300 16,366 12,2 0[0 13,538 226,992 0 


On détermine l’angle de pente de la déformée 8 par une première intégra- 
tion, c'est-à-dire en faisant la somme des quantités: 


n 

a M; $ — née 38 

Adi=-7, M et ô = : &z. 
i=1 

La quantité Ô* se distingue de la vraie valeur de l'angle Le le fait que dans 

ce dernier on n'a pas encore tenu compte des conditions de fixation de la barre. 
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Une fois qu'on a trouvé les valeurs de 8*, on détermine les déplacements y® 
également sans tenir compte des conditions aux limites, 


Lo] 
y°= > ôfAz. 
{1 


Nous mettrons les résultats des calculs dans les colonnes correspondantes 
du tableau 11. 


2 ape avoir intégré deux fois, on doit avoir deux constantes arbitraires 
CARLA 
y=y*+Ciz+Ca 


Ces constantes doivent être choisies de manière que pour z=0 et z=1, 
le déplacement y soit nul. La première condition est observée pour C3=0 


et la seconde pour: 
0— 226,99 + C:300, 
d'où 
C 4 —= —0,75664. 
Par conséquent, 
y=y*—0,75664z, 


ce qui détermine les valeurs de y, qu’on porte dans la dernière colonne du 
tableau 11. 


Sommons ensuite les produits Ply et Pl. On trouve en définitive: 
n L n 
D Plyi=221,7 kgf-cm, 9! Plyi=—11,87 kgf-cm, 
{mi {m1 


Alors, en vertu de l'expression (15.33), 
@3—18 322 s-1, w—135,4 81, 


Cette valeur de la fréquence a été obtenue en première approximation. 
Pour préciser le résultat, remarquons que lors des oscillations l'arbre est 
chargé non pas par les forces de pesanteur mg, mais par les forces d'iner- 


tie m1y. 
Puisque pour le i-ème point 


y =yi sin (+), 
on a: 
ÿ= — yat sin (wt+ç). 
La valeur maximum de la force d'inertie au {-ème point est alors: 
my. 

Utilisons les valeurs de y; et w? de la première approximation et chan- 
geons les valeurs des forces Pi dans le rapport Ÿ— . C'est-à-dire considérons 
que l'arbre est chargé par les forces : 


II _ PI 10? 
Éirz 


L 


les Pl étant les valeurs des forces et les y; les déplacements tirés du ta- 
bleau 11. Puis, répétant identiquement les calculs, formons le tableau 12. 
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Tableau 12 
5 11 “I 
cm 24 Pie | Me ET ve vs, cm —v, om 
kgf-cma kef LES ë 
016,366-10-11| O0 0,0 0 0 0 
1016,366 3,39] 2140010,136-10-5] 0,136-10-4| 0,136.10-3 | 7,37.10-3 
20 16,366 6,66| 42800] 0,273 0,409 0,545 14,48 
306,366 9,74] 64200| 0,408 0,817 1,362 21,17 
405,277 13,84] 85400] 0,451 1,268 2,630 27,41 
50|5,277 16,70/106500]| 0,562 1,830 4,460 33,09 
6015,277 19,20/127400| 0,672 2,502 6,962 38,10 
7015,277 21,321148100| 0,782 3,284 10,246 42,33 
80|2,602 32,971168700| 0,439 3,723 13,969 46,11 
90 | 2,602 35,30/188900| 0,491 4,214 18,183 49,11 
100 | 2,602 1305,15|208700]| 0,543 4,757 22,940 52,16 
110 | 2,602 38,801215500| 0,561 5,318 28,258 54,36 
120 | 2,602 39,94|221900| 0,577 5,895 34,153 55,97 
130 | 1,255 58,86|227900| 0,286 6,181 40,334 57,30 
140 | 2,602 41,391233300| 0,607 6,788 47,122 58.02 
150 | 2,602 41,45/238300| 0,620 7,408 54,530 58,12 
160 | 2,602 41,06|242900| 0,632 8,040 62,570 57,59 
170 | 2,602 2146,63/247100! 0,643 8,683 71,253 56,42 
180 | 2,602 38,98/229800| 0,598 9,281 80,534 54,65 
190 | 2,602 37,33/212100| 0,552 9,833 90,367 52,33 
200 | 2,602 35,32/194000| 0,505 10,338 100,705 49,50 
210 3,064 30,26[175600| 0,538 10,876 111,581 46,14 
220 | 3,064 27,75|156900| 0,481 11,357 122,938 42,29 
230 | 3,064 24,971137900| 0,423 11,780 134,718 38,02 
240 | 3,064 21,93/118700| 0,364 13,144 146,862 33,39 
250 | 3,064 18,70| 99200! 0,304 12,448 159,310 28,45 
260 | 3,064 15,31| 79600] 0;244 12,692 172,002 23,27 
270 | 6,366 8,13| 59800] 0,381 13,073 185,075 17,70 
280 | 6,366 5,46] 39900] 0,254 13,327 198,402 11,89 
290 | 6,366 2,73| 20000! 0,127 13,454 211,856 5,94 
300 | 6,366 0 0[0 13,454 225,310 0 


Faisant la somme, on trouve: 


n n 
D PHyi=221,4 kgf-cm, D! Piyt=12,00 kgf-cm?, 
m1 LS 


uw? — 18 099 s-2, 


&=—134,5 s”1. 


© 
5 
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Une fois trouvée la nouvelle valeur de &, on peut faire l’approximation 
suivante. Il faut alors refaire le calcul des forces en posant 


PI pl me | 


yi et w? provenant à présent de la deuxième approximation, et non pas de la 
première. 

Toutefois, point n’est besoin dans l'exemple considéré de passer aux appro- 
ximations suivantes, les valeurs obtenues de w différant peu Jes unes des autres. 
Par ailleurs, la différence des valeurs est non seulement sensiblement plus petite 
que les erreurs de l'intégration numérique, mais aussi plus petite que celles 
résultant du choix du schéma de calcul. Ainsi, l'hypothèse que les appuis sont 
parfaitement rigides implique déjà une erreur supérieure à celle inhérente à la 
méthode de calcul de «. 


A l'heure actuelle les méthodes de calcul à l’aide de calculatrices 
électroniques prennent la relève de la méthode de Rayleigh de calcul 
des fréquences. La plus usitée est la méthode des paramètres initiaux 
décrite en détail dans le $ 97. Examinons son application sur l’exem- 
ple du même arbre à gradins (fig. 528). 

Dans le cas envisagé les grandeurs EJ et pF dans l'équation des 
oscillations 


(EJy") +pFy =0 
varient d'un tronçon à l'autre, mais restent constantes dans les 
limites de chaque tronçon. Posant y —Zsinwf, on obtient : 


Zu LEZ = 0. 
Recopions cette équation sous forme non dimensionnelle en posant : 
e _ Efi 2 
Z=in; z=Ù; D = Ra We (15.34) 


l étant la longueur de l'arbre, J, et F, le moment d'inertie et l'aire 
de la section du premier tronçon. Alors l'équation prend la forme: 


Introduisons trois nouvelles variables : 
dn . Æ& , 4 
MU; 2e = ki “&s 


et passons au système de quatre équations du premier ordre que 
nous écrirons sous forme de différences finies : 


An=mAË; An=mnAi; An=n4i; 
(15.35) 
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A l’appui gauche le déplacement y et le moment fléchissant sont 
nuls. Par conséquent, no — 0 et 250 = 0. 

Les grandeurs n:5-o — À et n3g=0 = B restent indéterminées. 
Elles doivent être choisies de maniere à ce qu'à l’autre extrémité 
de l'arbre (& — 1) le déplacement et le moment fléchissant soient 
nuls, c'est-à-dire nr; — 0 et n2=1 — 0. Ces grandeurs dépendent 
de À et de B linonirenient. Par conséquent, 


Nt=i = 114 + a32B =0; | 


15.36 
M2t=1 — 2 + a»2B = 0, ( 

OÙ Gyty Gy2r G2s et a» sont des coefficients inconnus. 
Les fréquences cherchées se déterminent de la condition suivante : 


is Gi 


D= =0. 


Guy An 


Les calculs se font dans l'ordre suivant. On calcule en premier 

lieu les valeurs du coefficient : 

F J;, __d 

F, J  &' 
pour chacun des sept tronçons, d, étant le diamètre du premier tron- 
çon, et d celui dutronçon considéré. 

Choisissons le pas d'intégration At, par exemple Aë — 0,01. 
Nous aurons alors sur la longueur ! 100 intervalles d'intégration. 
Dans ce cas on peut se passer dans le programme du bloc logique de 
calcul du coefficient 23 — f(&) et se donner simplement un 
tableau constitué de 100 chiffres, si le volume de la mémoire de la 
calculatrice permet de le faire. 


Là où il y a de disques massifs la valeur du coefficient Fi 
1 


doit être remplacée par la quantité HT: M étant la masse du 
disque par unité de longueur de l'arbre, et M, la masse de l'arbre par 
unité de longueur du premier tronçon. 

Procédons à l’évaluation de la fréquence non dimensionnelle w,. 
Pour cela simplifions au maximum le schéma de calcul. Supposons 
que la rigidité de l'arbre soit constante et égale à EJ, et que les 
disques massifs soient déplacés au centre de la travée. La fréquence 
48 Ef, 


sera alors (cf. exemple 15.4) w — V Tr où M est la masse 


des deux disques. 
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D'après les notations (15.34) on obtient: 


dy = Et ol _ 3,26. 
Posons w9 = 3,3. Le pas de variation de la fréquence Aw, peut être 
pris, par exemple, égal à 0,1. 

Intégrons le système (15.35) de & — 0 à & — 1. Les valeurs ini- 
tiales. de n et n, sont nulles. Quant aux valeurs initiales de n, et n, 
nous posons la première fois m — À = 1 et 1; = B = 0 et M = 
= A =0etn; = B =1la onde fois. I1 découle des expressions 
(15.36) que Le le premier cas (pour À = 1, B = 0) ng=i = an, 
N2t=1 = dy, lors de la seconde intégration nous obtenons Gy2 Et ds. 
Ensuite nous trouvons le déterminant D. II n'est pas égal à zéro. 
Nous ajoutons à w, l’accroissement Aw, et de nouveau déterminons D. 
La nouvelle valeur est comparée avec la précédente. Lorsque le déter- 
minant D change de signe nous obtenons par interpolation la fré- 
quence non dimensionnelle cherchée w, et par suite © (15.34). S'il 
est nécessaire de calculer la seconde, la troisième et les fréquences 
suivantes, on continue le processus jusqu'aux changements suivants 
du signe du déterminant D. Le temps dépensé sur la calculatrice pour 
cette opération est de l'ordre de quelques secondes. 

La méthode des paramètres initiaux est particulièrement effecti- 
ve s’il est nécessaire de déterminer pas simplement la fréquence mais 
de choisir les rapports optima des dimen- 
sions de la construction selon les exigences 
des caractéristiques vibratoires. 


$ 109. Nombre de tours critique d’un 
arbre 


Les pièces de machines en rotation 
rapide ne peuvent être parfaitement 
équilibrées et on a toujours des forces 
de balourd qui tendent à écarter les 

Fig. 529 pièces de l’axe de rotation. Alors, comme 

il résulte de l'expérience, pour des vites- 

ses angulaires déterminées dites critiques les flèches sont maxima 

et le système vibre le plus fortement. Lorsqu’ on continue à faire 

croître la vitesse de rotation, les vibrations s'atténuent. On peut 

donner à ce phénomène une explication assez simple en considérant 

le système élastique comme un système oscillant et les forces de 
balourd comme des forces perturbatrices. 

Envisageons un arbre doté d’un disque présentant une excentri- 
cité e (fig. 529). Soit Q la vitesse angulaire de l'arbre. 
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Les projections de la force mQ°e sur les axes z et y sont: 
P;=mecos Qt et P,=mQesin Qt. 


Par conséquent, dans le plan vertical et dans le plan horizontal 
l'arbre est sollicité par des forces perturbatrices de fréquence Q, 
égale à la vitesse angulaire de rotation de l'arbre. Lorsque la fré- 
quence de la force perturbatrice Q est égale à la fréquence des oscil- 
lations transversales propres de l’arbre survient l’état de résonance. 
Ainsi, la vitesse angulaire critique est: 


Qerir = 0. 


Aussi, calculant la vitesse de rotation critique d’un arbre ou d'un 
rotor, détermine-t-on la fréquence circulaire des oscillations trans- 
versales, qui est précisément égale à la vitesse angulaire de rotation 
critique. Ainsi, dans le dernier exemple numérique considéré au 
paragraphe précédent. on a pour l'arbre: 


Qcrir = 134,5 s1, Nerit = Een = {285 tr/mn. 
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Lors de la résolution d'un grand nombre de problèmes, on se heurte souvent 
à des oscillations dites paramétriques et au phénomène de résonance paramé- 
trique. 


Fig. 530 


Comparons les deux systèmes oscillants simples de la fig. 530. 
Une masse m est fixée à un ressort de rigidité c: 


is Pr: 


et à une tige horizontale de poids négligeable. On applique à la masse une 
force perturbatrice harmonique 


P=P sin Qt. 
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Dans le premier cas la force P est verticale et horizontale dans le second 


cas. Introduisant les forces d'inertie m£, formons les équations du mouve- 
ment dans les cas a) et b) (fig. 530) : 


a) E=61, (P— mb), 


b) 5-8 (PÈ-nE), 
Ô11 étant l'inverse de c, 


1 
= . 


Transformant les deux équations, il vient : 


a) É+utt = 20 sin @, 
FA fe (15.37) 
b) +? (1-9 sin ot) £=0, 


où, comme à l'ordinaire, 


La première équation (15.37) est une équation ordinaire d'’oscillations 
forcées. Le système représenté fig. 530,a ne contient pas de particularités le 
distinguant des systèmes analogues précédemment envisagés. 

La deuxième équation (15.37) se distingue foncièrement de la première. 
En premier lieu, c’est une RTE sans second membre et, en ce sens, elle peut 
être considérée comme une équation d'oscillations propres mais à rigidité varia- 
ble. Envisageant la forme de cette équation, on peut dire que l’action de la force 
sur le système n’est pas directe mais indirecte. L'action extérieure s'exprime 
par la variation périodique des paramètres de l'équation, d’où l'appellation 
d'e oscillations paramétriques ». L'équation déduite est l'équation la plus sim- 
ple des oscillations prete et le système mécanique représenté fig. 530.b 
est un système oscillant à excitation paramétrique. 

Ce qui est caractéristique pour un tel système c'est que les forces extérieures 
travaillent non pas sur des déplacements primaires. mais sur des déplacements 
secondaires d'ordre inférieur, comme il résulte de la fig. 530.b. Il est essentiel 

ue la force extérieure ne peut, à l'encontre des oscillations forcées ordinaires. 
écarter d'elle-même le systéme de sa position d'équilibre. 11 faut ici une action 
extérieure écartant un tant soit peu le système de sa position d'équilibre, et 
c'est seulement après qu'interviennent les facteurs extérieurs périodiques (dans 
notre cas la force P). 

Au cours d’oscillations paramétriques. de même que pour les oscillations 
ordinaires. il est possible que l'amplitude croisse démesurément et qu'elle 
soit illimitée en l'absence d'amortissement. 11 peut y avoir ce qu'on appelle 
résonance paramétrique. Il n’est pas difficile d'établir à partir de considérations 
physiques simples, quand elle est la plus probable. 

Supposons que. pour une raison ou pour uue autre, par exemple par suite 
d'un choc, le système de la fig. 530.b ait été mis en mouvement oscillatoire. 
Pour que le travail de la force horizontale P soit maximum. il faut évidemment 
que la force P croisse lorsque la masse s'écarte d'un côté et qu'elle croisse à 
nouveau lorsque la masse s’écarte de l’autre côté, c'est-à-dire que la force P doit 
effectuer deux périodes d'oscillations pendant une oscillation complète de la 
masse. 
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Par conséquent, en résonance paramétrique, la fréquence de la variation 
de la force P doit être le double des oscillations propres. 

Or. le système peut s’animer également lorsque la force extérieure atteint 
son maximum non pas en mesure avec chaque déviation, mais une fois sur deux. 
trois. … , déviations. Ainsi, quand on a des oscillations paramétriques. il existe 
non pas un mais toute une série d'états de résonance. Une étude plus minutieuse 
montre que l'état de résonance a lieu seulement lorsque les rapports des fré- 
quences mentionnés sont rigoureusement observés, mais qu'il existe des zones 


P=P,+4psinat 


RQ 


Fig. 531 


entières d'états de résonace. La largeur de ces zones dépend de l'amplitude de 
l'action paramétrique (en l'occurrence de Pc). La plus importante est la résonan- 


ce pour laquelle le rapport des fréquences © est voisin de 2. Pour les autres états 


de résonance, la transmission d'énergie au système est essentiellement moins 
importante et lorsqu'il y a dissipation d'énergie, les oscillations sont faibles ou 
insignifiantes. 

Le système considéré d’excitation paramétrique n’est pas unique en son 
genre. On pourrait indiquer toute une série de systèmes simples ou complexes 
pour lesquels il peut y avoir résonance patamétrique. Trois exemples ont été 
donnés fig. 531. 

Dans un pendule ordinaire (fig. 531,a) on a un premier état de résonance 
aramétrique lorsque la longueur du fil varie avec une fréquence double de la 
réquence des oscillations du pendule. 

La barre de la fig. 531,b chargée par une force pulsatoire entre aussi en 
résonance paramétrique lorsque la fréquence Q est le double de la fréquence w 
des oscillations transversales. Alors cette dernière doit être déterminée pour 
la barre en tenant compte de la force de compression constante P,. La condition 
d'apparition de la résonance paramétrique dans le cas d'une barre comprimée 
est souvent appelée condition de stabilité dynamique de la barre. 

Dans le troisième exemple (fig. 531.c), un récipient cylindrique est soumis 
à une pression pulsatoire dont la loi est: 

P=pP;+Ap sin Qt. 

Ici il faut connaître la fréquence w des oscillations de flexion de l'enveloppe 
en présence de la pression p,. La zone inférieure de résonance apparaît lorsque 
la valeur de Q est voisine de 20. 

Des oscillations peuvent être engendrées dans un système mécanique non 
seulement par des forces extérieures périodiques. mais aussi sous l’effet d'actions 
permanentes ne possédant pas un caractère de périodicité. Les oscillations appa- 
raissant dans de telles conditions sont appelées auto-oscillations. 
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A titre d'exemple six ple illustrant le phénomène d'’auto-oscillations on 
peut envisager le mouvement oscillatoire d’une corde de violon, qui, à l'encon- 
tre des cordes des autres instruments de musique, est attaquée non pas par un 
choc maïs par un mouvement uniforme de l’archet. 

Pendant le jeu, une force de frottement apparaît entre l’archet et la corde. 
Le coefficient de frottement dépend de la vitesse du mouvement de l’archet par 
rapport à ia corde. Lorsque la vitesse est nulle, le frottement (frottement de 
repos) est maximum et il diminue lorsque la vitesse relative croît. La courbe 
de la fig. 532 représente la dépendance approximative du coefficient de frotte- 
ment f en fonction de la vitesse relative v. 

Considérons l'archet glissant sur la corde. La corde est entraînée par le 
frottement de l'archet tant que le permettent les forces de tension de la corde. 
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Fig. 532 Fig. 533 


A un certain instant (au point À. fig. 533), la corde commence à glisser sur 
l’archet, ce qui diminue la force de frottement. La corde commence à se mouvoir 
vers la gauche, alors que l’archet continue sa progression vers la droite. La 
vitesse relative croît et le frottement décroît. La corde passe par inertie par sa 
position initiale d'équilibre, sa vitesse décroît, s’annule, puis la corde est relan- 
cée vers la droite. À un certain instant les vitesses de la corde et de l'archet 
s'égalisent, la force de frottement entraîne de nouveau la corde jusqu’au point À 
et le processus se répète. Si la caractéristique du frottement n'était pas décrois- 
sante (fig. 532), on n'aurait pas d'auto-oscillations dans la corde. Pour avoir 
Le caractéristique requise du frottement, on enduit le crin de l’archet de colo- 
ane. 

Ë Comme on le voit, le système de l'exemple envisagé est oscillant « en soi ». 
L'action extérieure n’est pas périodique. L'énergie nécessaire pour entretenir 
les oscillations est fournie par l'archet müû par le violoniste. 

Les auto-oscillations out une importance fondamentale pour un grand 
nombre de problèmes pratiques ct posent devant les constructeurs dans maints 
cas de sérieux problèmes lors de la conception de nouvelles machines. Citons 
les auto-oscillations de flexion et de torsion de l'aile d'un avion dans le flux 
aérodynamique (flottement). Comme autre problème très lnporane on pour- 
rait citer celui des auto-oscillations des roues directrices d'une automobile 
lancée à toute vitesse. 


$ 111. Charge par percussion des systèmes élastiques 


On entend en général par choc ou percussion tout changement 
brusque de la vitesse d'un corps ayant lieu avec variation rapide 
des forces. 
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Le problème du calcul des constructions soumises aux chocs 
implique maintes difficultés, qui souvent ne peuvent être vaincues 
par les moyens ordinaires. Il en est ainsi, en premier lieu, de l'analy- 
se de l’état de contrainte dans la zone de contact de corps qui s'entre- 
choquent et du processus de variation des forces de contact en fonc- 
tion du temps. La nécessité de tenir compte lors de percussions bru- 
tales d'un corps élastique de nouveaux degrés de liberté, dont on 


Fig. 534 


aurait pu négliger l'influence pour d’autres modes de charge, suscite 
de très grandes difficultés. Le facteur de dissipation d'énergie, qui 
se prête difficilement à l'analyse, joue un rôle primordial lors des 
percussions. 

Nous nous bornerons ci-dessous aux méthodes de calcul les plus 
simples, qui ne donnent pas une haute précision, mais permettent 
toutefois d'apprécier judicieusement l’ordre des déplacements, des 
contraintes et des déformations pendant les chocs. 

Voyons comment un système à un degré de liberté réagit à un 
choc (fig. 534). 

Une masse m est lancée horizontalement à la vitesse v, et est 
arrêtée par un élément élastique, représenté fig. 534 par un ressort. 
Nous admettrons que la masse du ressort est négligeable en compa- 
raison de celle de la charge. 

Une fois que la charge a touché le ressort, sa vitesse commence 
à décroître. Lorsque toute l'énergie cinétique de la charges’ est trans- 
formée en énergie potentielle du ressort comprimé, la charge s'arrête 
et la force de compression du ressort est alors maximum. Puis com- 
mence le mouvement en sens inverse. La force d'interaction entre 
la charge et le ressort décroît. Une fois que le ressort s’est complè- 
tement détendu, en l'absence de forces de frottement la charge reprend 
sa vitesse première L, mais en sens inverse. 

Le processus du mouvement d'ensemble de la charge et du res- 
sort peut être décrit au moyen de l'équation déjà connue des oscil- 
lations harmoniques: 


£ = C; sin ot + C, cos ot, 
34—3522 
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w étant la fréquence des oscillations propres de la charge associée 
au ressort : 


Prenons pour instant initial £ l'instant où la charge vient en 
contact avec le ressort. On a alors les conditivns initiales : 


pour {—0 E—0et É= vo. 
Ceci permet de déterminer les constantes C, et C;: 
Ci=, C2=0, 
et alors, 


v, a 
= sin ot. 
o 


La loi de variation du déplacement de la charge en fonction 
du temps a été représentée fig. 535. 


Le déplacement maximum est 


v 
Emar = * 


Il a lieu au bout du temps + après l'instant du contact de la 


charge et du ressort. 
La force maximum de compression du ressort, dite charge dyna- 
mique, est : 


Pres = ŸRE — 0 - (15.38) 


La grandeur de la force P,, peut être également déterminée 
à partir de la condition d'équilibre énergétique. Egalant l'énergie 
cinétique de la charge mobile à l'énergie potentielle du ressort com- 
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primé, on a: 


K5 = U, 
mn + Phaxdi ts 


ce qui coïncide avec l'expression (15.38). 

Le point de vue énergétique est préférable lorsqu'on doit déter- 
miner seulement les valeurs maxima des forces dynamiques et des 
flèches dynamiques et qu'on ne demande pas de 
déterminer les lois du mouvement des masses. 
Cest bien ce qui a lieu dans les problèmes pra-. 
tiques. 

Envisageons à présent le mouvement vertical 
de la charge percutante (fig. 536). 

Etablissant l'équation d'équilibre énergétique, 
il faut ici tenir compte de la variation de l’éner- 
gie potentielle de la charge sur le déplacement 
dynamique fa du ressort: 


o+T=U, 


K, étant l'énergie cinétique de la charge à l'instant 

du contact avec le ressort, {7 la variation de Fig. 536 
l'énergie potentielle de la charge sur le déplacement 

fa et U l'énergie élastique du ressort comprimé. On a évidemment : 


Î 


1 à 
I = mgfas U = 
Alors. 
2ô11K + 201mgfa = fà. 


Le produit Ô,;mg représente le déplacement f4t qu'aurait le ressort 
s'il subissait une force statique égele au poids de la charge tombante. 


Par conséquent, : 
fi — uk — 2fstfa = 0, 


la=ta[1+/1+ 8%). 


d'où 
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La quantité entre crochets est le coefficient dynamique. Désignons-le 
par %x: 


x=1+7/1+ 2e. (45.39) 
Alors, 
fa=%fn. (45.40) 


Le coefficient dynamique montre combien de fois le déplacement 
de percussion est plus grand que celui résultant de l'application 
statique de la charge. Dans ce même rapport varient aussi les forces 
internes et les contraintes : 


Où = XOgte (45.41) 


La quantité x dépend en premier lieu de la rigidité du système 
et de l'énergie cinétique dela charge tombante. En particulier, si 
la chute de la charge sur le système élastique est instantanée, mais 


#/ 


Fig. 537 


sans vitesse initiale, l’énergie cinétique X, — 0 et x — 2. Alors le 
déplacement maximum est deux fois plus grand que celui qui résul 
terait d’une charge statique. En conséquence, les contraintes aussi 
sont deux .fois plus grandes. 

Tout ce qui a été dit jusqu’à présent concerne le cas où la charge 
vient frapper un élément élastique de masse très petite. Toutefois, 
un tampon de masse m, est interposé d'ordinaire entre la charge per- 
cutante et le système élastique (fig. 537). 

Lors de l’analyse du mécanisme du choc dans de telles conditions 
il conviendra de distinguer deux espèces de déformations : les défor- 
mations locales des charges engendrées dans la zone du contact et les 
déformations générales du ressort. ; 

Les déformations locales obéissent à des lois complexes et ne 
peuvent être déterminées par les méthodes de la résistance des muté- 
riaux. Quant aux déformations générales du ressort, il est facile 
de les déterminer en partant de relations énergétiques, en admettant 
que le choc entre la charge et le tampon est inélastique et qu'après 
le choc les deux masses se meuvent avec la vitesse d'ensemble 1. 
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On peut alors écrire en partant de la condition de conservation 
de la quantité de mouvement: 
mvo = (m+ ms) vs, 
ou 


_ m 
AT om 


Le processus ultérieur de compression du ressort évolue de la 
même manière que dans les exemples examinés ci-dessus. La seule 
différence est qu'à présent au lieu de la masse m animée de la vites- 
se v, le ressort est percuté par la masse m + m, de vitesse v,. L'éner- 
gie cinétique correspondante est: 


+(m+m)ri= 


K, étant, comme auparavant, l'énergie cinétique de la charge per- 
cutante. 

Par conséquent, ayant un tampon intermédiaire de masse mu, 
on pourra se servir des formules déduites ci-dessus en apportant la 
correction mentionnée à l'énergie cinétique. La formule (15.39) 
devient alors: 


x=1+ V TR RETLTEES (15.42) 
fe 


On peut également associer à m, la masse du ressort m, reduite 
au point d'impact (cf. exemples 15.11 et 15.12). Il faudra alors 
remplacer dans la formule (15.42) m, par la quantité #7, + km, 
k étant un coefficient de réduction de la masse du ressort. Toute- 
fois, il faut avoir en vue que prenant ainsi en considération la masse 
de la pièce élastique, la précision qui en résulte ne porte que sur les 
déplacements, et non sur les contraintes. 


Exemple 15.15. Une cage de poids P—=2 t descend avec la 
vitesse vo — 1 m/s. On demande de vérifier la résistance du câble s'il venait à 
se bloquer. La longueur du câble £ à l'instant du blocage est supposée égale à 
10 m. Le module d'élasticité réduit * du câble est E — 0,7-108 kgf/cm?, F = 
— 4 cm. La charge admissible est de 12 t. 

Dans le cas envisagé, il n'est pas permis de se servir de la formule (15.42) 
pour déterminer le coefficient dynamique, puisqu'au moment du choc le câble 
supporte une charge statique égale au poids de la cage. Lors de l'arrêt l'énergie 


* Le module d’élasticité d'un câble en traction est bien pis petit que le 
module d'élasticité des brins, étant donné que les brins torsadés se redressent 
pendant la traction. 
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cinétique de la cage pas et l'énergie potentielle du déplacement de la 
cage sur le chemin f{ — ft se transforment en énergie potentielle supplémentaire 


du câble, égale à 


On obtient ainsi l'équation d'équilibre énergétique : 
Prè 1 
gt Pate = Ua — PR). 
Or Pô;1= fat. 
fa aa + fe 29e 0, 


eton a: 


fa= fer Ê + 4 Æl 


Dans notre cas on a évidemment 


l PI 
dur € fst 7 


le coefficient dynamique devient donc 


= 1+/ÊFA = 8. 
Par conséquent, : 
=XxP,t=9,6 t 
et le cable répond dans notre cas aux exigences de résistance. 
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Exemple 15.16. Un volant de moment d'inertie J,, fait n tours. Le 
moteur électrique est installé sur un cadre constitué par deux poutres (fig. 538). 
Le moment d'inertie du stator du moteur et des bases des paliers par rapport 
à l'axe dû volant est J,,4. On demande de déterminer le moment dynamique 
agissant sur le cadre, lors de l'arrêt brusque du volant. 

Egalons l'énergie cinétique du volant à l'énergie potentielle de flexion du 
canne APROMORE ors la correction due au choc inélastique contre la masse 
associée : 


_ Ko=U, 
A+ 
m 
ou . 
1 Jm [2nn \2 1 
Te 2 (0) 7 Mb 
1+—— 
Im 


On trouve Ô;, en faisant le produit de l’épure unitaire (fig. 538) par 
elle-même 


l 
= GET : 


J étant le moment d'inertie total des sections droites des poutres. On a donc 


en définitive : 
ua ] / 1 6EJ 
Ma=- Im Ta Le . 


Chapitre XVI 


MÉTHODES D'ÉTUDE EXPÉRIMENTALES DE L'ÉTAT 
DE DÉFORMATION ET DE L'ÉTAT DE CONTRAINTE 


$ 112. Essais des matériaux et essais des 
constructions 


Faisant l'analyse. des méthodes expérimentales de mesure des 
déformations et des contraintes, il convient de faire une distinction 
entre les essais mécaniques des matériaux et les essais des construc- 
tions. 

Les essais des matériaux sont faits dans le but de déterminer leurs 
caractéristiques mécaniques, tels la limite d'écoulement, la limite 
de rupture, le module d'élasticité, etc. En outre, ils peuvent être 
faits à des fins de recherches, par exemple pour l'étude des conditions 
de résistance dans des états de contrainte composés ou, en général, 
pour révéler les caractéristiques mécaniques d'un matériau dans 
différentes conditions de service. 

Les essais des matériaux portent sur des éprouvettes dont les 
dimensions et la forme peuvent varier selon les appareils de mesure 
dont on dispose et les conditions d'essais. 

Si l’on veut obtenir des caractéristiques objectives d’un maté- 
riau, il convient d' observer la condition d'homogénéité de l'état de 
contrainte, c'est-à-dire d'assurer la constance de l'état de contrainte 
pour tous les points de l’éprouvette. Cette condition est observée, 
par exemple, en traction, partiellement pendant la compression d'une 
éprouvette courte et lors de la torsion d’un tube mince. La variation 
des propriétés du matériau lors de tels essais a lieu simultanément 
dans tout le volume de l’éprouvette et se prête aisément à une appré- 
ciation quantitative. Lors de la torsion d’éprouvettes pleines ainsi 
que des essais de flexion l’état de contrainte est inhomogène. Les 
variations qualitatives des propriétés du matériau en divers 
points n'’entraînent pas de variations notables des caractéristiques 
de !’ éprouvette. Les processus se déroulant dans le matériau ne s'ex- 
priment qu'en moyenne, et les résultats des essais exigent un dé- 
pouillement supplémentaire affectant le degré d° objectivité. 
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La condition d'homogénéité de l'é tat de contrainte impose 
de sérieuses restrictions aux résultats d’ une grande variété d'essais. 
Notamment, on n'est pas arrivé jusqu'à présent à faire des essais 
objectifs dans des conditions de traction multilatérale homogène. 
Un tel état de contrainte ne peut être créé jusqu'à présent qu en 
certains points d’une éprouvette, par exemple au centre d'une 
sphère pleine rapidement chauffée par sa surface. 

On a encore des essais mécaniques lorsqu' on fait des essais techno- 
logiques, qui ne donnent pas des caractéristiques objectives mais 
seulement comparatives des propriétés du matériau. les condi- 
tions d'essais étant rigoureusement réglementées. Tels sont les essais 
de dureté, de résilience, etc. Dans une certaine mesure, les essais 
d'endurance peuvent être également rapportés aux essais techno- 
logiques. 

Quand on parle d'essais d'une construction, on a en vue les 
essais de résistance de toute une machine, de ses diverses parties 
ou de ses modèles. Par ces essais, on se propose d'une part de véri- 
fier l'exactitude des calculs, ainsi que, d'autre part, la justesse des 
processus technologiques de fabrication de divers ensembles et 
de leur montage, car un procédé technologique insuffisamment 
judicieux peut entraîner un affaiblissement local de la construc- 
tion. Les essais de constructions sont les plus développés dans les 
branches techniques, telle la construction des avions et des fusées, 
où, par raison d'économie de poids, les questions de résistance 
sont d’une importance capitale. Construisant une nouvelle machine, 
on sournet ses diverses parties à des essais statiques jusqu” à ce que 
la rupture s’ensuive afin de déterminer la charge de rupture. Puis 
cette charge est comparée à la charge calculée. Le caractère de l’ap- 
plication des forces lors des essais statiques est établi de manière 
à imiter les charges de service pour un cas de calcul préalablement 
choisi, par exemple: trains d° atterrissage d'un avion à l’atterris- 
sage, ailes au sortir d’un piqué, etc. 

A part les essais statiques, on est aussi souvent obligé de faire 
des essais dynamiques. Par exemple, très courants sont les essais 
des instruments travaillant dans des conditions de vibrations. Ces 
essais se font sur des tables vibrantes spéciales pour diverses valeurs 
des fréquences et des amplitudes. Lors de tels essais on ne mesure 
habituellement pas les déformations et les contraintes dans les 
pièces de l'instrument vibrant. On ne juge de la résistance de diver- 
ses parties que lorsqu’ elles sont détruites. Pour de grandes machi- 
nes, on fait les essais en oscillographiant (enregistrant) les défor- 
mations rapides dans les parties les plus dangereuses. 

La forme et les dimensions d'une construction subissant des 
essais varient dans des limites très restreintes. Les appareils mesu- 
rant les déformations de constructions doivent être très univer- 
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sels, en ce sens qu'ils doivent pouvoir s'adapter à des constructions 
de forme arbitraire. 

Les méthodes existantes d’étude expérimentale de constructions 
contraintes se ramènent, en définitive, à la détermination directe 
des déformations engendrées dans la construction essayée. Les 
contraintes se déterminent indirectement en fonction des déforma- 
tions en partant de la loi de Hooke. Dans le cas de déformations 
plastiques, on ne détermine pas habituellement les contraintes lors 
des essais des constructions, mais seulement la charge de rupture 
ou la valeur de la force pour laquelle on a les premiers indices de 
déformations plastiques. | 

Pour la mesure des déformations on a recours à plusieurs métho- 
des différentes. Nous envisagerons ci-dessous la mesure des défor- 
mations au moyen d'appareils (extensomètres) à principe mécanique 
ou électrique. Puis l’on considérera la méthode optique et la métho- 
de des rayons X, ainsi que celle du recouvrement par un vernis. 


113. Détermination des déformations au moyen 
d’extensomètres mécaniques 


Le principe d’un extensomètre mécanique est basé sur la mesure 
de la distance de deux points quelconques d une éprouvette avant 
et après la déformation. La distance initiale entre ces deux points 


g Ÿ? * | b 
Fig. 539 


s'appelle base Z de l'extensomètre. Le rapport de l'accroissement de 
la base AL à L donne l'allongement moyen sur la distance L. Si l’état 
de déformation est homogène, la mesure donne la valeur exacte de 
la déformation cherchée, comme cela a lieu, par exemple, dans le 
cas d’une barre tendue (fig. 539,a). Si la déformation le long de la 
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base est variable, la valeur moyenne mesurée de la déformation sera 
d’autant plus proche de la déformation vraie locale que la base de 
l’extensomètre sera plus petite (cf. le cas de flexion d’une barre, 
fig. 539,b). 

Lors ‘des essais de matériaux à la traction, une fois l’homogénéité 
assurée, la longueur de la base est fonction des dimensions de l'éprou- 
vette et on la prend grande. Alors / a habituellement les valeurs 50. 
100, 150 et 200 mm. 


Fig. 540 


Lors des essais de constructions l'agrandissement de la base 
est limité par l’erreur résultant de l’inhomogénéité des déforma- 
tions. Par ailleurs, si la base est trop petite, il en résulte une impré- 
cision des mesures. D'ordinaire, la base des extensomètres mécani- 
ques utilisés lors des essais de constructions est comprise entre 
2 et 20 mm. 

Pour la mesure précise d’ allongements élastiques lors de la 
détermination du module d'élasticité d’un matériau on se sert 
habituellement de l'extensomètre de Martens à levier optique 
(fig. 540). 

L'extensomètre est constitué d'une barre rigide Z appliquée con- 
tre l’éprouvette au moyen d'un serre-joints 2. Le couteau supé- 
rieur 3 de la barre est immobile. Le deuxième couteau est ici un pris- 
me trempé 4 à section en losange. La longueur de la diagonale du 
prisme est a. Un miroir 5 est solidaire du prisme. A la distance L 
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du miroir se trouve une échelle 6 immobile. Lorsque l’éprouvette 
s’allonge, le miroir tourne et l’observateur fait la lecture dans une 


Ÿo 
Fig. 541 Fig. 542 


lunette 7. L’agrandissement de l'appareil est déterminé par le rap- 
port de la différence des indications sur l'échelle en millimètres et 
de la quantité Al exprimée également en millimètres. 

L'angle de rotation du miroir est: 

a=— 
a 

La différence des mesures sur l'échelle avant et après la charge 

est, étant donné que l'angle «& est petit, 


h=L.2a. 


Eliminant l'angle «, on trouve l'agrandissement de l'appareil : 


sh. 2 2L 
= ae" 

D'ordinaire, l'échelle de l'extensomètre Martens est établie 
(choix de la distance L) de sorte que i & 500. 
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Pour éliminer les erreurs dues à la traction excentrée de l’éprou- 
vette ainsi qu’à une flexion éventuelle, on utilise simultanément 
deux extensomètres (fig. 541). Prenant la moyenne .des indications 
des deux appareils. on élimine l'effet de la flexion. 
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Fig. 543 


L'inconvénient du double extensomètre de Martens est que son 
installation est délicate. Moins précis mais plus pratiques sont les 
extensomètres à grandes bases MHJI et de Boïarchinov représentés 
fig. 542 et 543. 

L'extensomètre MHIJI (fig. 542) a une base de 100 mm. il est 
articulé et à leviers. C'est un extensomètre jumelé établi sur l’éprou- 
vette au moyen d’un système de serrage à ressorts. L'appui infé- 
rieur Z est immobile. L’appui supérieur est solidaire du levier 2. 
Le déplacement de l'extrémité inférieure de ce levier est retransmis 
à la barre 3, qui le transmet à l'aiguille 4. La vis 5 permet de mettre 
l'aiguille sur le zéro avant l'expérience. Si la déformation est si 
grande que l'aiguille sort de l'échelle. la même vis permet de la 
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ramener à sa position initiale pendant l'expérience. L’agrandisse- 
ment de l'extensomètre MHIJI est de 500. 

Dans l’extensomètre de Boïarchinov (fig. 543) on a au lieu d’arti- 
culations mécaniques une articulation élastique constituée de deux 
ressorts plans 7, 2. Les pièces d'alu- 
minium 3, 4 tournent pendant la trac- 
tion autour du point d'intersection des 
ressorts. L'articulation élastique pré- 
sente cet avantage qu'elle n'a pas de 
zone de stagnation, caractéristique 
pour les articulations mécaniques 
ordinaires par suite du frottement à 
sec. L'extensomètre comprend deux 
couteaux trempés 5, 6 par l’intermé- 
diaire desquels il est appliqué sur 
l’éprouvette au moyen des vis 7. Au 
moment de son installation l'appareil 
est arrêté au moyen de la goupille 8 
solidarisant les pièces 3, 4. La lecture 
des déformations se fait au moyen de 
l'indicateur 9. 

L’extensomètre de Boïarchinov per- 
met de faire des mesures sans rajuste- 
ment de l'échelle pour des déforma- 
tions atteignant 4 %. Les autres exten- 
somètres ne possèdent pas un si grand 
intervalle de mesure. La base d’exten- 
somètre est ! — 50 mm, l'agrandisse- 
. ment est d'environ 500. 

Fig. 544 L'extensomètre de Likharev à 

« levier hydraulique » (fig. 544) s’est 

particulièrement bien recommandé lors de la mesure des défor- 
mations d’éprouvettes subissant des essais de traction et de compres- 
sion. Les principales pièces de cet extensomètre sont des boîtes 
métalliques ondulées (siphons Z, 2) formant une chambre fermée 
communiquant avec le capillaire 3. La chambre entre les siphons 
est remplie de liquide. Lorsque l’éprouvette s’allonge, le volume de la 
chambre augmente et le niveau du liquide dans le capillaire tom- 


be de z. 
La condition d’invariabilité du volume du liquide donne: 


(RR?— nr?) Al=RF, 


R étant le rayon moyen du grand siphon, r celui du petit, F la 
section du capillaire. Ainsi, l'agrandissement de l’extensomètre est 
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égal à 
R2—r? 
F 


et dépend des dimensions des siphons choisis et du capillaire. 
D'ordinaire l'agrandissement de l'appareil est d'environ 2 000. 


_ Fig. 545 


_ L'appareil est installé sur l’éprouvette au moyen des vis 4. 
On fait varier le niveau du liquide dans le capillaire et on règle 
l'appareil sur le zéro à l’aide de la vis 5. 

La. base minimum de l'appareil est d'environ 20 mm. 

, een d'ensemble. de l'extensomètre de Likharev est donnée 
ig. - 

Parmi les extensomètres mécaniques utilisés non seulement 
pour des essais mécaniques des matériaux, mais aussi pour les es- 
sais de constructions de bases assez faibles, le plus courant dans les 
laboratoires est l’extensomètre articulé à leviers de Huggenberger 
(fig. 546) de 20 mm de base et d’agrandissement d'environ 1 000. 
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Les extensomètres mécaniques de base moindre ne sont pas 
répandus et sont peu nombreux. Les tentatives de divers chercheurs 
d'introduire de tels extensomètres dans les laboratoires n’ont pas . 
abouti, car il est préférable d’avoir une grande base et les extenso- 
mètres utilisés lors des essais de construction sont actuellement 
remplacés partout par des jauges à résistance ou extensomètres 
électriques. : 


$ 114. Emploi des jauges à résistance ou extensomètres 
électriques 


Ces dernières années, les extensomètres électriques ont reçu une 
large expansion dans la technique des essais de constructions. 

Un tel extensomètre est constitué par un fil fin de 0,015 
à 0,030 mm d'épaisseur replié en accordéon et collé sur une feuille 
(fig. 547). Les fils d'arrivée sont soudés ou brasés aux extrémités 
des conducteurs. 


Fils d'arrivée 


{ 
Fig. 547 


On colle la jauge sur la surface de la pièce étudiée de telle sorte 
que la base / coïncide avec la direction dans laquelle on désire mesu- 
rer la déformation. Lorsque l'adhérence est bonne, le fil s’allonge 
avec la surface de la pièce étudiée et sa résistance ohmique qui 
varie est enregistrée comme un indice de la déformation. 

L'expérience montre que la variation relative de la résistance 


ohmique du fil sê est proportionnelle à son allongement 


AR 
A 0 


y étant un facteur de sensibilité de jauge, grandeur sans dimen- 
sions dépendant des propriétés physiques du matériau du fil. 
Pour les matériaux employés dans les jauges à résistance y, va de 
2 à 3,5. Ainsi, pour le constantan, y, = 2,0 2,1, pour le nichro- 
me il est compris entre 2,1 et 2,3 et pour l’élinvarentre 3,2 et 3,5. etc. 
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Par suite des arrondis aux extrémités des boucles, l’extensomè- 
tre électrique est sensible non seulement aux déformations longitudi- 
nales, mais encore aux déforma- 
tions transversales et 


= ex + Ôe,, 


e, et ey étant des allongements 
dans les directions des axes x et y 
(fig. 549), et y et ô des facteurs de 
sensibilité longitudinale et trans- 
versale de la jauge déterminés par 
étalonnage. 
Par suite des arrondis aux extré- 
mités des boucles, y est un peu 
plus petit que le facteur de sensi- 
bilité du fil y,. La base Z augmen- Fig. 548 
tant, la différence entre y et +, 
diminue et est insignifiante pour 
les jauges ordinaires de base ! — 20 mm. Le coefficient à est aussi 
une quantité du même ordre. Pour les jauges ayant une petite base 
(1< 5 mm), 6 est comparable à y et doit être pris en considération 
lors du calcul des contraintes. 


Fig. 549 


Etudiant l'état de contrainte dans des éléments d’une construc- 
tion complexe, on a souvent besoin de déterminer outre les gran- 
deurs des contraintes principales leurs directions. Ilest d'usage alors 
d'établir simultanément trois jauges dans la zone étudiée faisant 
des angles de 45° entre eux (fig. 548), de telle sorte qu'on ait une 
rosace. Ayant mesuré les trois allongements, il est facile de déter- 
miner les allongements principaux et l'angle déterminant la posi- 
tion des axes principaux. On procède ainsi: soient données les 
déformations selon les axes principaux zet y (fig. 549). L'accrois- 
sement absolu de la longueur du segment AB formant l'angle 


35—522 
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avec l'axe x est, évidemment, 

ôu ôv ; 

5 ds cos p+- dssin, 


u et v étant les déplacements selon les axes x et y. 
L'allongement relatif le long de l'axe Z est: 
es = cos (] +2 sin , 
ou 
a do … 
e = costp+ 7 sin?q, 
d'où 
81 = x COS? p + e, Sin? p. 
On a respectivement pour les trois axes dans les directions des 
trois jauges (fig. 550): 
er —=2€xC0s?p +2, Sin? q, 
err — Ex COS? (p + 45°) + e, sin? (p+ 45°), 
enr = Ex COS (p+ 90°) +e, sin? (p+ 90°), 
d'où l’on déduit après des transformations élémentaires : 


er — 2err + er 


te2o= CET 
È Re 
= ErEeur ++ V' (er — em) + (er — 2er + er)? 
D 
Ey = an 3" (er — em)" + (er — 2811 + Enr)? 


Ainsi se déterminent en général les grandeurs et les directions 
des déformations principales. 

Les méthodes indiquées conviennent aussi pleinement à la 
détermination des contraintes principales au moyen de trois exten- 
somètres mécaniques. Dans certains cas, on détermine les axes prin- 
cipaux en recouvrant la pièce d’une couche de vernis (voir plus bas), 
puis l’on établit les extensomètres dans les directions principales 
trouvées. 

En technique moderne les jauges à résistance ne sont pas unique- 
ment utilisées pour la mesure des déformations. Elles sont intro- 
duites dans beaucoup d'appareils dynamométriques en tant qu'élé- 
ments sensibles réagissant aux variations des charges extérieures. 
Pour la mesure des efforts on colle les jauges sur l'élément élasti- 
que (barre, arbre, poutre) et on juge de la grandeur de l'effort d'’a- 
près la variation de la résistance des jauges. La commodité de ce 
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procédé est qu'il permet très simplement de faire les mesures sans 
utilisation de dispositifs complexes supplémentaires. 

Lors d'essais statiques, la jauge collée sur la surface de la pièce 
étudiée est intercalée en pont dans l'appareil de mesures (fig. 551) 
avec un galvanomètre. Une des quatre résistances du pont, R, par 
exemple, représente la résistance de la jauge. Les autres résistances 
sont choisies de manière qu'en l'absence de l'allongement de la 


Fig. 550 Fig. 551 


pièce (avant l'expérience) le pont soit équilibré, le courant i, dans 
le galvanomètre étant alors nul. On sait qu on doit alors avoir la 
relation : 


R_R 
RER - (16.1) 


D'ordinaire, À, est une jauge identique au premier, et les résis- 
tances R, et R; sont égales. Par conséquent, R, désignant la résis- 
tance d’une jauge, 


R=R;=R;, R;,=R;=R 


et la condition (16.1) est observée. 

Etablissant les équations de Kirchhoff pour les circuits de la 
fig. 551, on établit aisément que le courant qui passe dans le gal- 
vanomètre, le pont étant déséquilibré, est : 

SR ee (16.2) 
Roi + RiRsRa+ RiRaRi + RiRaRs | 

On suppose alors que la résistance interne de la source de cou- 
rant et celle du galvanomètre sont beaucoup plus petites que R,;, 
R: R:, R. 

Lorsque la jauge travaille, la résistance R, varie de AR et 


ig=6 


R;=R;+AR;,, 
R=R:;=R, 
R;=R: 


35° 
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L'expression (16.2) devient alors : 
$ AR; 
le ZREA) À 

Ainsi, le courant dans le galvanomètre est proportionnel à la 
variation de la résistance de la jauge et, par conséquent, à la défor- 
mation. 

La principale erreur des extensomèêtres électriques est l'erreur 
de température. La résistance de la jauge est très sensible aux varia- 
tions de la température. Ainsi, dans le cas 
d’une jauge à résistance en constantan collé 
sur une pièce d’acier, lorsque la température 
varie de 1°, la variation de la résistance 
ohmique qui en résulte est équivalente à une 
variation des contraintes de 7 kg/cm°. Afin 
de compenser l'erreur de température, la 
jauge R, est intercalée dans le pont sans 
collage sur la jauge R, et recouverte par un 
matériau thermo-isolant, par exemple par 
une bande mince de feutre. Alors la tempé- 

Fig. 552 rature des deux jauges est la même. Dans 

ces conditions, les variations des résistances 

R,et R, dues à la température sont identiques. Par conséquent, 

l'équilibre du pont n'est pas altéré, la relation (16.1) étant 
conservée. 

Lorsqu'on étudie l’état des contraintes d’une construction com- 
plexe, on utilise un grand nombre de jauges dont il faut relever les 
indications. On se sert alors d’un seul galvanomètre, et les résistan- 
ces R, et R: sont communes, les couples de résistances .R, et R, 
étant intercalés successivement pour chaque point étudié et les 
indications enregistrées. Pour éviter les erreurs dues aux varia- 
tions de la tension d’alimentation &, on équilibre le pont avant chaque 
nouvelle mesure à l'aide d'une résistance variable r (fig. 552). 

La méthode de mesure décrite ne convient, bien entendu, que 
pour des variations statiques de la charge. Lorsque les charges 
varient rapidement on a recours à un appareillage spécial. On enregis- 
tre les déformations au moyen d'oscillographes et on intercale 
un amplificateur dans le schéma. 


8 115. Méthode optique de détermination des contraintes 
au moyen de modèles transparents 


« 


Cette méthode consiste à faire passer un faisceau de lumière 
polarisée à travers un modèle transparent optiquement actif chargé. 
Alors l'image du modèle sur un écran est recouverte par un système 
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de franges dont la forme et la répartition sont déterminées par 
l’état de contrainte du modèle. Faisant l'analyse de la figure d’in- 
terférence obtenue, on peut trouver la grandeur des contraintes. 

Le plus simple à l’aide de la méthode optique est de faire l’ana- 
lyse d’un état de contrainte plan dans des modèles d'épaisseur cons- 
tante. Cependant, il existe aussi des méthodes d'étude de l'état 


Fig. 553 


de contrainte volumique. Toutefois, ce problème est plus complexe 
aussi bien du point de vue de la technique expérimentale que de 
l'analyse des résultats obtenus. 

Arrêtons-nous au cas où l'on fait passer un faisceau de lumière 
monochromatique à travers un modèle plan. 

Le schéma du montage est représenté fig. 553. S est une source 
de lumière, Z un condensateur, 2 un filtre de lumière, 6 un objectif, 
7 un écran. Le modèle 4 est intercalé entre deux éléments polari- 
sants 3 et 5. Le premier est le polariseur, le second l'analyseur. Les 
axes optiques du polariseur et de l’analyseur forment entre eux 
un angle de 90°. Le faisceau de lumière traversant le ‘polariseur 3 
est polarisé dans le plan horizontal (le vecteur de polarisation est 
horizontal et les vibrations lumineuses ont lieu dans un plan verti- 
cal). Le faisceau de lumière polarisée ne traverse pas l'analyseur 
pour la disposition indiquée des axes optiques et l'écran n'est pas 
éclairé. On dit que le polariseur et l’analyseur éteignent le faisceau. 
Lorsque le modèle est chargé, il acquiert la propriété de tourner 
en fonction de l'intensité des contraintes le plan de polarisation 
de la lumière qui le traverse. Alors la lumière dont le plan de pola- 
risation a tourné traverse partiellement l’analyseur et donne sur 
l'écran l'image du modèle étudié recouverte d'un système de fran- 
ges claires et sombres. 

Etudions cette question plus en détail. On a l’analogue de la 
lumière polarisée quand on considère des oscillations mécaniques 
transversales planes, dont le déplacement x varie selon la loi har- 
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monique : 
u—=asinot, 


w étant la fréquence des oscillations transversales, égale à la fré- 
quence de l’onde lumineuse, a l’amplitude des oscillations corres- 
pondant à l'éclat du faisceau lumineux. 

Envisageons un faisceau polarisé dans le plan horizontal tra- 
versant un modèle transparent contraint (fig. 554). Décomposons 


Fig. 554 


les oscillations dans le plan vertical OA selon les deux axes prin- 
cipaux z et y. Alors: 
u;=acosasinoi, u,—=asinasin ot. 

Un matériau optiquement actif contraint est anisotrope et la 
vitesse de la lumière c; et c, est différente dans les plans Oz et Oy. 

Il en résulte que les temps que met la lumière pour traverser 
la lame d'épaisseur À sont différents : 

hk hk 


tes =. 


Les équations des ondes dans les plans Ox et Oy à la sortie 
de la lame sont respectivement : 
u, =asinasino(f—t;), 
u, = a cos a sin w (t— 14). 


(16.3) 
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Par conséquent, les oscillations sont déphasées. Le déphasage 
est : 


© (ty — tx). 


Seules traversent l'analyseur, réglé de manière à ce qu'il y ait 
extinction, les oscillations dans le plan horizontal, c'est-à-dire que: 


u’ =OB,—OB;= 0A,cos «a — OA, sin a, 
ou, en vertu de (16.3), 
u’=asin & cos œ [sin w({—t;) —sino(t—t,)]. 
On a en définitive après des transformations élémentaires : 


.  tyt tt 
u'=a sin 2a-sino £.cos & (t— . ?) ; 


Comme on le voit, l'amplitude de l'onde ayant traversé le mo- 
dèle et l’analyseur est : 


a'=asin 2e sino 5 =. (16.4) 
Par conséquent, l'intensité de la lumière tombant sur l’écran 
dépend de la différence de phases w (f, — t.) et de l’angle «. 
Lorsque le plan de polarisation coïncide avec la direction de 
l’un des axes principaux, sin 2a = 0. Alors les points correspon- 
dants de l'écran sont dans l'ombre. En outre, on a aussi des franges 
sombres aux points de l'écran où la différence de phases: 


ty—tx 
er z 
prend des valeurs multiples de x, 


ty—tx 
© — = mn. (16.5) 
Le nombre r est un entier quelconque. 

Ainsi, on a finalement sur l'écran des franges sombres de deux 
natures. En premier lieu, on a une ou plusieurs franges sombres dans 
lesquelles la direction des axes principaux coïncide avec les plans 
de polarisation. De telles lignes sont appelées des isoclines (lignes 
d’égale inclinaison des contraintes principales). Le second système 
de franges sombres correspond aux valeurs : 

ty—tx 
=, 


égales à O0, x, 2x, . 
L'expérience montre que la différence de phases (la différence 
des temps de passage de la lunrière dans les plans Oy et Ox) est 
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proportionnelle à la différence des contraintes ©, et 0,, c'est-à-dire à 
ty == a — kh(o,—ox), 
v 


k étant un coefficient de proportionnalité dépendant de l’activité. 
optique du matériau. 

Par conséquent, pour chaque frange de seconde espèce la diffé- 
rence des contraintes 6, — ©, est, en vertu de (16.5), une quantité 
constante égale à 


2x 2x 27 2n 
= Petoe ty) D ce a . eus 
0 nt om om ct ou: 


Le nombre n est l’ordre de la frange. 

La quantité k (constante optique) se détermine aisément en 
soumettant préalablement une éprouvette à une traction simple. 
Si l'on tend dans de la lumière polarisée une barre prismatique 
du même matériau que le modèle, l’image sur l'écran s'assombrit 
successivement lorsque la contrainte dans la barre passe par les 
valeurs 

2 92 
okh okh ? 

Calculant la variation de la charge entre deux franges sombres 
successives, on détermine 


etc. 


et pour la valeur donnée de w (pour la couleur choisie) on trouve 4. 

Les franges sombres du modèle, correspondant aux valeurs 
constantes de ©, — 6,, se distinguent facilement des isoclines. 
Si l’on tourne simultanément le polariseur et l’analyseur dans 
leurs plans, c'est-à-dire si l’on change l’angle «@, les isoclines chan- 
gent de forme. Les franges ©, — ©, — Cte, elles, restent constan- 
tes. Etudiant l'état de contrainte dans un modèle plan, on se sert 
habituellement de ce procédé. Tournant le plan de polarisation 
(en général par intervalles de 5°), on construit la famille d'isocli- 
nes en indiquant les angles. Connaissant les-isoclines, on peut ensui- 
te construire sans difficulté les trajectoires des contraintes principa- 
les dans le modèle. 

Si l'on fait varier la charge du modèle en conservant la position 
du polariseur et de l’analyseur, on observe l'apparition de nouvel- 
les franges et leur déplacement sur l’image du modèle. Ainsi, lors- 
qu’une barre prismatique travaille en flexion, on a le système de 
franges représenté fig. 555. Dans la partie moyenne du modèle, 
travaillant en flexion pure, les franges sont uniformément distri- 
buées. Cela signifie que la loi de distribution des contraintes dans 
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la hauteur est linéaire. Au fur et à mesure que l'on fait croître la 
charge, de nouvelles franges apparaissent au voisinage des bords 
supérieur et inférieur et se déplacent vers la ligne neutre. Les franges 
deviennent plus denses, mais leur distribution est uniforme. Com- 
mençant la charge à partir de 0, il est très facile de déterminer l’or- 
dre de chaque frange et d’ indiquer exactement la différence corres- 
pondante 0; — O0. 


Fig. 555 


La méthode optique ne permet pas de déterminer ©, et 6, séva- 
rément. Pour cela on a recours à des procédés indirects. L'un d'eux 
consiste à mesurer au moyen d’un extensomètre spécial la varia- 
tion de l'épaisseur du modèle en divers points. Etant donné que Ah 
est proportionnel à la somme de contraintes, 


4h 
= EH) 


connaissant la somme et la différence des contraintes, on en déduit 
aisément les contraintes elles-mêmes. Toutetois, il est préférable 
d'appliquer les équations générales de l’élasticité et d'intégrer les 
forces internes conformément aux directions déduites des contrain- 
tes principales. Mais une description plus détaillée de ce procédé 
ne relève pas du cours de résistance des matériaux. 

Les possibilités de la méthode optique ne sont pas épuisées par 
la méthode que l’on vient de décrire de l’éclairement en lumière 
monochromatique d’un modèle plan. Souvent on éclairè le modèle 
avec de la lumière blanche. On a alors sur l’écran au lieu de franges 
sombres et claires des franges coloriées avec passage continu par les 
couleurs du spectre. Il existe des méthodes d’éclairement des modè- 
les avec absorption des isoclines. Très répandus sont les procédés 
d’étude de l’état de contrainte dans des modèles à trois dimensions 
en faisant « figer » l’anisotropie optique et en découpant consécutive- 
ment le modèle en échantillons plans. 
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$ 116. Méthode des franges de moire 


Ce n'est que tout récemment qu’on a commencé à utiliser cette 
méthode en pratique; aussi est-elle peu connue bien qu'elle ait 
certains mérites. 

La méthode de moire repose sur l'effet d'apparition de franges 
sombres et claires lors de la superposition de deux grilles de mêmes 
paramètres ou de paramètres peu différents. L'image formée est 
dite moire. La fig. 556 (voir entre les pages 560-561) illustre cet effet. 


(J 


Fig. 557 Fig. 558 


Si l'une des grilles est solidaire de l’objet à étudier, lors de la 
déformation la grille se déformera; la distance entre les lignes 
changera et ne sera plus constante, les lignes elles-mêmes se cour- 
beront et l'image des franges de moire changera. D’après leurs 
forme et disposition on peut juger de la déformation de l’objet. 
Envisageons le cas le plus simple. 

Supposons qu'une bande sur laquelle est collée une grille dunt 
les lignes sont disposées latéralement soit soumise à la traction 
(fig. 557). On superpose sur celle-ci une deuxième grille identique 
à la première, et avec la même orientation des lignes. Tant que 
l’éprouvette n'est pas déformée les lignes des grilles superposées 
donnent un fond: gris si une ligne est disposée sur l’autre, et sombre 
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si la ligne d'une grille est disposée dans l’interligne de l’autre. 
Lors de la traction de l’éprouvette la distance entre les lignes de la 
première grille croît et il se forme des franges droites de moire 
de directions latérales. On obtient l’image montrée fig. 556,b. Il 
est facile d'établir la grandeur de la distance entre les franges de 
moire. 

Considérons le système des lignes en profil (fig. 558). On a mon- 
tré à droite la section de la grille étalon non déformée (le pas 
est a), à gauche celle de la grille déformée. Le pas de cette grille 
est a;: 

a;=a(1+e), 
e étant l'allongement de l'éprouvette. 

Au milieu de la frange sombre de moire (le point À) la ligne d'une 

grille se trouve dans l’interligne de l’autre. On voit du srhéma 


que sur le segment S, égal au pas des franges de moire, la grille 
non déformée contient » lignes et l’autre contient 7—1 lignes. Aussi 


S=na. (16.6) 
Par ailleurs S—(r—1)a,, d'où: 
a! 1+e 


ou n= Q 
a; —a € 


Revenant à l'expression (16.6) on obtient : 


_ a 
E= ET . 

Puisque le paramètre de la grille a est connu, il reste à mesurer 
la distance S entre les franges de moire et calculer e. 

Dans l'exemple considéré on voit clairement l'essence de la 
méthode et sa différence de principe de la méthode optique polarisée. 

La moirée est due au déplacement réciproque des grilles. C’est 
une sorte d’indicateur de déplacements. Pour déterminer la défor- 
mation moyenne d’un tronçon, il est nécessaire de comparer la 
disposition de deux franges voisines. Dans ce sens la moirée s’appa- 
rente à l’extensomètre mais ne donne pas le déplacement discret 
d'un point, mais l’image continue des déplacements dans un domaine. 

Il en est tout autrement dans la méthode optique _polarisée. 
Dans ce cas la frange n'est pas due au déplacement mais à la défor- 
mation locale. La raréfaction ou la condensation des franges n’atteste 
pas la grandeur des déformations mais le gradient de leurs varia- 
tions, comme cela a été montré, par exemple, fig. 555. 

Lors de la traction uniforme d’une plaque faite de matériau 
optiquement actif nous ne verrons en général aucunes franges. 
Il n’y aura qu'obscurcissement et éclaircissement de l’image lors- 
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que la déformation passe par une valeur déterminée. Dans la métho- 
de de moire un tel éclaircissement après obscurcissement n'aura 
lieu que quand il y a déplacement d'une grille par rapport à 
l’autre comme un tout rigide de grandeur a/2 et non une défor- 
mation. 

Passant au langage de l’analyse on peut dire que la déformation 
est déterminée par les dérivées premières des déplacements par rap- 
port aux coordonnées x et y. Par conséquent, la méthode de moire 
demande inévitablement la différentiation des fonctions de dépla- 
cement observées. Ce qui est effectué sous une forme implicite 
quand on mesure le pas des franges, c'est-à-dire quand on détermine 
la différence des déplacements. Une telle opération est liée, natu- 
rellement, avec une perte de précision et impose certaines restric- 
tions sur l'application de la méthode des franges moirées. Si les défor- 
mations sont petites les franges sont rares. Dans les limites du 
domaine considéré il y en aura peu et la déformation moyenne mesu- 
rée sur de grands segments ne donne pas une image assez complète 
de l’état de contrainte. En outre les franges sont étalées, et tracer 
nettement leur disposition et orientation devient difficile. 

Le plus rationnel est d'appliquer la méthode des franges de moire 
là où on attend l'apparition de déformations relativement grandes. 
Ce sont les problèmes liés à l'analyse des milieux plastiquement 
déformables ou le comportement d’une construction dans des condi- 
tions de fluage. Il est essentiel de noter que l'étude de tels problèmes 
se trouve en dehors de la sphère d'application de la méthode 
optique. 

La fig. 559 (voir entre les pages 560-561) montre des franges de moire 
apparaissant lors de la compression suivant le diamètre vertical d’un 
disque de matériau à faible module d'élasticité. Dans le cas a) les lignes 
de la grille ont une direction horizontale, et dans le cas b) verticale. 
Chacune des franges représente le lieu géométrique des points qui 
ont les mêmes déplacements dans le sens perpendiculaire aux lignes 
de la grille. On voit nettement que la fréquence des franges dans 
le cas a) est plus grande que dans le cas b). Ceci signifie que la défor- 
mation |[e,|>|e, |. 

Une des variétés de la méthode des franges de moire est la métho- 
de de détermination des déplacements angulaires d’une surface 
déformée, en particulier de la surface élastique des plaques ou des 
membranes. Le schéma de montage est montré fig. 560. Ici on dépo- 
se la grille sur un écran cylindrique ; la surface à étudier est trai- 
tée de manière à conférer à celle-ci des propriétés de miroir. La gril- 
le reflétée sur cette surface est exposée sur le film photographique 
deux fois: la première fois pour la plaque non déformée, la seconde 
fois pour la plaque déformée. Sur le film a lieu le déplacement 
de la grille dû à la variation de l'orientation angulaire de la surface 
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reflétante et on obtient une moire. Contrairement aux franges 
montrées fig. 561, ici chaque frange représente le lieu géométrique 
des points de mêmes angles de rotation de la surface dans un plan 


Source de lumière 


Ecran à 
grille 


Fig. 560 


perpendiculaire aux lignes de la grille déposée sur l'écran. D’après 
les déplacements angulaires on détermine la loi de variation de la 
courbure de la plaque et ensuite on calcule les contraintes. 


Fig. 561 


A titre d'exemple on a montré fig. 561 une plaque rectangulaire 
encasirée suivant deux tronçons d’un côté et chargée par une force 
concentrée. On a donné fig. 562 (voir entre les pages 560-561) l’image 
de la distribution des franges de moire pour deux dispositions de 
la grille. 

A l'heure actuelle il existe quelques modifications de la méthode 
des franges de moire; on a développé certains procédés permettant 
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d'accroître sa précision et son efficacité. Pour le chercheur cette 
méthode est un bon complément à l'arsenal des moyens d'analyse 
de l’état de contrainte. 


$ 117. Détermination des contraintes aux rayons X 


La méthode de détermination des contraintes au moyen des rayons X est 
basée sur la mesure de la distance entre les atomes du réseau cristallin du métal. 
Cette distance peut varier pour deux raisons: par suite de la variation de la 
température et par action d'une force. A l'état 
non contraint, la distance entre les atomes est 
connue. Comparant cette distance à la distance 
mesurée, on trouve l'allongement relatif et, appor- 
tant la correction relative à la température, on 
détermine la contrainte. 

Il résulte entre autres de ce qui vient d'être 
dit une importante particularité de la méthode des 
rayons X. Elle permet de déterminer les contrain- 
tes dans un métal sans avoir à «fixer» un appa- 
reillage de mesure sur la pièce non contrainte. Quand 
on mesure les contraintes au moyen d'un exten- 
somèêtre, on l'établit sur la construction avant de 
la charger, afin de pouvoir comparer ses indica- 
_Rayens À tions avant et après la charge. Alors. les contraintes 
SY erot vtr initiales dans la construction (tension, contraintes 

de l'anode technologiques) ne peuvent être enregistrées par 

les extensomètres. La méthode des rayons X donne 

les valeurs « absolues » des contraintes en tenant 

Hrf/übe de cuivre compte des charges initiales. La méthode des 

rayons X permet, par exemple, de déterminer les 

contraintes résiduelles dans la zone d’une soudure 

: refroidie, chose qui ne peut être faite au moyen 
re 2éGissement des extensomètres ordinaires. 

ue Comme onsait. les rayons X sont engendrés 

Fie. 563 ar l'impact d’un faisceau d'électrons ou d'ions 

g- ancés à grande vitesse sur up métal. On obtient 

un faisceau d'électrons dans un tube à rayons X en 

chauffant un fil et en accélérant les électrons dans un champ de haute tension. 

Les électrons frappant l’anode du tube donnent naissance à des rayons X se 

ropageant essentiellement à l'angle droit avec le faisceau incident (fig. 563). 

endant le travail l’anode s'échauffe fortement. aussi la refroidit-on avec de l’eau. 

Pour faciliter l'évacuation de la chaleur, le tube anodique est fait de cuivre. 

Le spectre d'émission d’un tube à rayon X dépend du métal frappé par le 
faisceau Sélections (du métal actif de l’anode) et de la différence de potentiel 
appliquée au tube. 

Lors de la mesure des contraintes dans les métaux par cette méthode on 
utilise un rayonnement X monochromatique (caractéristique) appartenant à la 
série K. Pour obtenir un tel rayonnement, il faut appliquer au tube une grande 
différence de potentiel, supérieure à une certaine valeur caractéristique du métal 
actif de l'anode. Ainsi, pour l'étude de constructions en acier le métal actif 
choisi de l'anode est le cobalt. Si la tension anodique dans le tube ne dépasse 


pas 7 710 V le spectre d'émission X du cobalt est continu et s'étend entre 1,6 À 
et les grandes longueurs d'onde du rayonnement thermique. Lorsque la tension 


Chauf fo, 


Haute tension 


pinceau d'électrons 


SSSR 
N 
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anodique dépasse 7 710 V, on a une toute autre image. L'intensité du spectre 
continu décroît et on voit se dessiner nettement sur le fond de ce spectre des 
rayonnements de longueurs d'onde rigoureusement déterminées. Pour le cobalt 
ces rayonnements sont au nombre de trois. Le plus intense d'entre eux a pour 
longueur d'onde À = 1,7853 À. La longueur d'onde du rayonnement voisin, 


lus faible, est 1,7892 À. Ces deux rayonnements constituent ce qu'on appelle 

e dublet Ka. Le troisième rayonnement est faible et ne présente pas d'intérêt 

pratique. Lorsqu'on continue à faire croître la tension, le caractère du spectre 

ne change pas. Seule croît l'intensité du rayonnement, les longueurs d'onde 
indiquées étant conservées. 

ondes du rayonnement X agissant sur les électrons des atomes du métal 

étudié les forcent à osciller avec leur propre fréquence. Ainsi, les électrons des 


Fig. 564 


atomes deviennent eux-mêmes des sources d’oscillations et diffusent un rayonne- 
ment X de même longueur que le faisceau incident. Les atomes dans le réseau 
cristallin du métal étudié étant agencés d’une manière déterminée, les rayonne- 
ments des électrons interfèrent. Finalement. le faisceau incident de rayons X 
est réfléchi par les cristaux dans des directions déterminées, conformément à 
une relation entre la longueur d'ondé, les dimensions du réseau et l'angle d'inci- 
dence. Cette relation est dite condition de Bragg. 

La condition de Bragg est habituellement interprétée comme la condition 
de réflexion du faisceau de rayons X sur un plan cristallin déterminé, bien qu'on 
ait en fait non pas réflexion mais interférence d’oscillations émises par les élec- 
trons excités dans les atomes du réseau cristallin. 

Considérant deux À re parallèles AA et BB (Hg. 564) d’un certain réseau 
cristallin. il n’est pas difficile d'établir la condition de Bragg. Un rayon X tom- 
bant sur des plans et s’y réfléchissant n’est interisifié que si la différence de mar- 
che des ondes Z et 2 est un multiple de la longueur d'onde À. Alors: 


CE—CD=nà, 

ou 
d d 
sn so 2072 

d étant la distance entre les plans. En définitive, 

24 sin ÿ = ni. (16.7) 

Telle est la condition de Bragg. Elle montre que la réflexion de rayons X 

sur un certain plan n’a lieu que pour un angle d'incidence déterminé Ô satis- 
faisant à la relation mentionnée. Le nombre n est l'ordre de la réflexion. 


Considérons à présent le schéma de la réflexion d'un rayon X par la surface 
de l'éprouvette étudiée. Un faisceau dirigé selon la normale à la surface embras- 
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se une aire de 1,5 à 2 mm de diamètre. Sur cette aire, comme l'expérience le 
montre, parmi la multitude de cristaux éclairés il se trouve habituellement un 
nombre suffisant de cristaux dont certains plans satisfont avec les paramètres 


Surface 
du métal 


Pellicute 


Face du cristal 
Fig. 565 


du rayon incident à la relation de Hrage. Il y a alors réflexion du rayon sur les 
cristaux (fig. 565). Les rayons réfléchis forment une surface conique d'angle 


HAUTE 


Fig. 566 


au sommet 360° — 48. Si l'on intercale sur leur trajet une pellicule photographi- 
que, elle enregistre un cercle de rayon h (fig. 565). On a évidemment: 


te (180°—20)= —1g20— À, (16.8) 


a étant la distance entre la pellicule et la surface du métal. Une fois h et a mesu- 
rés, l'angle 8 se trouve déterminé. Si l'on retourne à l'expression (16.7). con- 
naissant la longueur d'onde À et l'ordre de la réflexion n. on peut trouver la 
distance d entre les plans du cristal. Cette grandeur doit être comparée à la dimen- 
sion do du cristal non contraint. Ainsi se détermine l'allongement selon la nor- 
male à la face réfléchissante du cristal. 


Fig. 556 
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En pratique, la réalisation des opérations mentionnées implique plusieurs 
difficultés, étant donné que toutes les mesures doivent être faites avec une préci- 
sion permettant de déterminer la différence infime entre d et do. , 

a première difficulté est de déterminer la distance a entre la pellicule et 
l'éprouvette. Cette distance est de l'ordre de 50 mm et ne peut être mesurée à la 
ide. car la précision demandée est le micron. On ne peut se servir de même d'un 
autre instrument de mesure plus précis du type micromètre. Le fait est que la 
pellicule se gondole quelque peu dans le châssis et fléchit au contact de l'instru- 
ment de mesure. C'est pourquoi la distance mesurée a ne correspond pas à celle 


Fig. 567 


de la photographie. Il faut encore tenir compte que la pellicule est recouverte 
de papier noir arrêtant la lumière ordinaire mais facilement traversé par les 
rayons X. Le papier a une épaisseur déterminée exigeant une correction lors des 
mesures. 

On surmonte ces difficultés comme suit. 

Au point étudié de sa surface le métal est nettoyé et attaqué à l’acide pour 
le désoxyder et le débarrasser des cristaux détruits. Puis l’on porte sur la surface 
propre (habituellement par électrolyse) des cristaux d’un autre métal. Lors 

e l'étude de constructions en acier ou utilise à cet effet généralement l'or. 
Par photographie on obtient sur la pellicule les raies des rayons X réfléchis 
par les cristaux du fer et de l'or séparément. Les cristaux d'or étant portés par 
electrolyse, ils ne sont pas contraints et on peut poser que la distance entre les 
atomes du réseau cristallin de l’or est connue. Ceci permet de déterminer 8 dans 
l'équation de Bragg (16.7). Mesurant sur la pellicule développée la distance 2h 
entre les raies de l’or, on déduit de l'équation (16.8) avec une grande précision 
l'inconnue a. Ainsi donc, cette quantité se détermine indirectement en mesurant 
les raies sur la pellicule. Toutefois, cette dernière opération présente aussi des 
difficultés. 

Tout d’abord, le nombre de cristaux réfléchis sur la surface éclairée de 
l'éprouvette est compris entre dix et vingt. Aussi n'a-t-on pas sur la pellicule 
une ligne sombre continue, mais une vingtaine de points éclairés de diverses 
grandeurs situés sur un cercle de rayon h. Pour prendre la moyenne du résultat, 
on tourne la pellicule autour du faisceau initial de rayons X pendant l'exposition. 
Ainsi, on obtient sur la pellicule des lignes continûment éclairées. On prend une 
pellicule sous forme d’une bande mince. puisque point n'est besoin d’avoir un cer- 
cle plein pour pouvoir mesurer la ligne éclairée. La fig. 566 représente un châssis 
tournant ppelé chambre de Saks. La fig. 567 représente le film développé, le 
rœæntgenogramme. On y voit les raies du Îer et de l'or. Les raies sont dédoublées 

arce que, comme il a été dit plus haut, le rayonnement caractéristique du cobalt 
orme un doublet. La raie la plus brillante correspond à la longueur d'onde À — 
= 1,7853 À, la moins brillante à la longueur d'onde À — 1,7892 À. Naturelle- 
ment, c’est la raie brillante qui entre en ligne de compte lors de mesures. 

Les raies étant quelque peu floues, leur mesure implique une certaine erreur. 
On a un maximum de précision en se servant d’un microphotomètre, qui est un 


1/2 36—522 


562 Méthodes d'étude expérimentales de l'état de déformation  [ch. XVI 
EE 


appareil réagissant à la densité locale de l'assombrissement de la pellicule. 
Il permet de déterminer assez justement le maximum d’assombrissement de la 
raie, chose beaucoup plus difficile à faire à l'œil nu. 
Lors des mesures on fait des corrections relatives au rétrécissement de la 
llicule résultant du traitement. Des traits de contrôle sont gravés à cet effet 
ans le châssis, et on obtient sur le ræntgenogramme sur les côtés les images de 
deux petites dents (fig. 567). Ayant comparé les distances entre les deux dents 
sur la pellicule et sur le chässis. on peut faire la correction requise. 


Rayon À 


Rayons réfléchis 


Fig. 568 


Dans le cas d’un état de contrainte composé, un seul rœntgenogramme ne 
suffit pas pour déterminer les directions principales ainsi que Îes axes princi- 
paux. En effet, on détermine d'après les résultats de la mesure décrite l'allon- 
gement relatif dans une direction voisine de l’axe normal et, par conséquent, 

Ad 
4 Sr (61+02). 
Pour déterminer les deux contraintes et l'angle caractérisant les contraintes 
pros dans le cas général, il est indispensable de faire encore deux mesures. 
Îles se font en éclairant la surface étudiée non pas selon la normale mais sous 
un certain angle (par exemple de 45°) dans différents plans. comme il est montré 
fig. 568. Ainsi. le problème de la détermination des axes et des contraintes prin- 
cipaux est résoluble en principe. 

Bien que la méthode des rayons X ait sur les autres méthodes un avantage 
indiscutable en ce qui concerne la détermination des contraintes résiduelles, 
son application dans les laboratoires n'a pas trouvé unt large expansion. L'ex- 
pHeuss en est dans le volume de l’appareillage utilisé et la complexité du 

épouillement des mesures. La méthode des rayons X donne une précision relati- 
vement faible, la mesure des raies sur la pellicule impliquant des erreurs consi- 
dérables. Enfin, cette méthode a encore une particularité spécifique rendant 
son application difficile. La réflexion des rayons X étant douée de sélectivité par 
rapport aux plans du réseau cristallin, la question se pose de l'anisotropie élas- 
tique des cristaux. La pièce étudiée est en moyenne isotrope, alors que ses divers 
cristaux sont anisotropes, et cette circonstance doit être prise en considération 
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lors du calcul des contraintes, étant donné que les rayons réfléchis tombant sur 
la pellicule ne sont pas quelconques. mais sont renvoyés par des plans ayant 
une orientation cristallographique déterminée. Aussi faut-il lors du. calcul des 
contraintes utiliser en général non pas les valeurs moyennes des constantes 
élastiques E et pu, mais celles caractérisant les plans correspondants des cristaux. 
Beaucoup de travaux ont été consacrés à l'élimination de ces difficultés, mais 
le problème ne peut être encore considéré comme étant résolu dans son ensemble. 
La méthode des rayons X de détermination des contraintes demande encore 
à être sérieusement perfectionnée. 


$ 118. Méthode du vernissage 


Elle consiste à enduire la surface propre de la construction étudiée d’une 
fine couche de vernis. Lorsque le vernis sèche, il se forme une fine couche adhé- 
rant fortement au métal. On choisit la composition du vernis de manière que 
l'allongement de la pellicule au moment de la rupture soit dans les limites des 
allongements élastiques du métal. Lorsqu'on charge la pièce, il se forme dans la 
nes de vernis dans la zone des contraintes accrues un réseau de fines cra- 
quelures. 

L'expérience montre que les craquelures sont perpendiculaires à l’axe 
d'allongement maximum. Pour un matériau isotrope, cela correspond à la 
direction de la contrainte principale de traction. Dans un vernis transparent 
les craquelures sont bien visibles et on a ainsi d'emblée les directions des axes 
principaux dans la zone étudiée. Si l’on a noté l’instant de la formation des cra- 
quelures. on a par là même l'allongement correspondant à une charge détermi- 
née. L'allongement à la rupture se détermine pour un vernis de composition 
choisie par des essais d'étalonnage d’une éprouvette plane avec utilisation 
d'extensomètres mécaniques. 

Lors de la détermination des directions principales dans les zones de con- 
traintes de compression on a recours d'ordinaire à un procédé artificiel. On char- 
ge préalablement la construction et on er duit la surface contrainte de vernis. 

ors de la décharge, des craquelures appar 1issent dans les zones de compression. 

La composition la plus simple et la plus réalisable recommandée est une 
solution de 50 g de colophane et de 5 g de celluloïde dans 100 g d'essence de poi- 
re. Il existe un grand nombre de compositions constituant une gamme de vernis 
ayant différents allongements de rupture. 

L'importance majeure de la méthode de vernissage n'est pas dans la valeur 
intrinsèque, mais dans le fait que c'est une méthode d'e exploration » permet- 
tant par des moyens rudimentaires de déterminer les directions des axes prin- 
cipaux dans les zones voulues et d'établir en première approximation l'ordre 
des contraintes. Après un tel essai préliminaire on est en mesure de disposer le 


plus judicieusement les jauges à résistance pour avoir l'image exacte de l'état 
de contrainte. 
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